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PRÉAMBULE (*), page i 

Le calcul des probabilite's s'applique également aux choses de toute espèce , mo- 
rales ou physiques y et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu que dans 
chaque cas , Tobservailion fournisse les données [numériques | nécessaires à ses 
applications. 

Énoncé de la loi générale des grands nombres. Vérification de cette loi sur des 
exemples nombreux et variés^ pris dans Tordre physique et dans Tordre moral, . 
et qui permettent de la considérer dès à présent comme un fait d'expérience qui 
ne se dément jamais. Cette loi sera démontrée directement dans la suite de 
Touvrage. 

Késumé des données de l'observation et des résultats auzx[uel8 on parviendra dans 
le dernier chapitre ^ en ce qui concerne la probabilité des jugements en matière 
criminelle et en matière civile. 

CHAPITRE !•'. Règles générales des probabilités ^ page 5o 

Péfinition 4e la probabilité d'un événement. Différence que Ton peut mettre entre 
les mots chance etprobabiliié. Mesure de la probabilité. Objet du calcul des 
probabilités. Démonstration des premières règles de ce calcul; exemples de leur 
application (**), »•■ i à i3 

Formules relatives à la répétition des événements dans une série d'épreuves. Solu- 
tion du problème des partis. Solution d'un autre problème , fondée sur le dé- 
veloppement d'un polynôme élevé à une puissance donnée. Note sur un cas de 
chances variables pendant les épreuves. Probabilité d'amener m boules blanches 
et n boules noires I en tirant à la fois m -{-/i boules , d'une urne qui contiant 
des boules noires et des boules blanches , en proportion connue , n®' if à 19 



(*) JLe nom de Fauteur anglaif, cité à la seconde page est mal écrit; il Ùluî lire Bffyet au lieu de 
BUye». 
(**) Pttr înadTertance , Tordre des numéros Ta de 1 1 à i3, et il n^f a pas de n^ la. 
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Règle générale pour déterminer la probabilité des événements composés , quand 
les chances des événements singles varient d'une manière quelconque pendant 
les épreuves, n" 20 

Application du calcul des probabilités à la détermination des avantages attachés à 
Tarrivée des choses éventuelles. Calcul des diverses chances de la d-devant lo- 
terie royale de France. Préjugés, contraires et paiement mal fondés, des 
joueurs sur la sortie des numéros. Ce qu'on entend par Vespérance maihé^ 
matique et par Vespérance morale. Explication d'une difficulté relative à la règle 
de l'espérance mathématique, n**' a 1 à 25 

Quand il existe une chance inconnue , qui favorise l'arrivée de l'un des deux évé- 
nements contraires E et F, sans qu'on sache lequel, cette circonstance augmente 
toujours la probabilité de la simiFitude des événements dans deux ou un plus 
grand nombre d'épreuves, n^ 26 

CHAPITRE n. Suites des règles générales; probabilités des causes 
et des é\^nemerUs futurs , déduites de Fobservation des és^énements 
passés f page 79 

Signification que l'on attache au mot cause et au mot hasard, édita le calcul des 
l^obabilités. Règle pour déterminer les probabilités des diverses causes possi- 
bles d'an événement observé. Remarque sur l'application de cette règle à des 
événements successifs. Règle pour déterminer, d'après les événements observés^ 
tss probabilités d'autres ërénenients qui dépendent des mêmes causes ; ce qui ne 
•apposai toutefois, aucune influence de l'arrivée des événements passés, sur 
celle des événements futurs. Application de ces deux règles à des exemples par- 
ticuliers, n^* 27 à 33- 

Fiitension de ces mêmes règles aux cas où Ton a, sur les événementr, quelques 
notions antérieures aux observations; exemple propre à monifer la nécessité 
d'y avoir égard, n~ 34 et 35- 

Fornsulesrelatrvcs à la probabilité des témoignages. Cas où il s'agit seulement de 
savoir si un (ait est vrai ou faux, quand il est attesté ou nié par un ou plusieurs 
témoins. Cas où plus de deux événements ont pu avoir lieu, et où l'arrÎTée d'un 
événement déterminé est attestée par un témoin. Théorème relatif à la proba- 
bilité d'an événement, dont la connaissance nous parvient par une chaîne tra- 
ditionnelle dé témoignages , n^' 36 à 40 

Lorsqu'tm très grand nombre d'événements sont possibles, et qu'ils ont tous, à 
priori, des probabilités égales et extrêmement faibles , on fait voir que Fariivée 
de l'un de ces événeàients , parmi ceux qui présentent quelque chose de remar^ 
quable, doit être attribuée très probablement & une cause particulière C, autre 
que le hasard , et analogue, par exemple , à la volonté humaine. Si les événe-" 
ments remarquables étaient, avant l'observation, beaucoup plus probables que 
les autres y la probabilité de rinteryention d'une cause C est beaucoup bSù^ 



TABLE DES MATIÈRES. iîj 

blie j et elle peut l'être assez pour qu'il soit mutile d'y avoir aucun égard , 

n^* 4i et 42 

Transformation en intégrales définies , des formules relatives aux probabilités des 
causes et des événements futurs , lorsque le nombre des causes possibles est in- 
fini. On peut ne pas considérer les causes communes aux événements passés et 
aux événements futurs , et regarder , les uns et les autres , comme des événe- 
ments composés , dépendants d'un même événement simple G , dont la chance 
inconnue est susceptible d'une infinité de valeurs , n^ 4^ ^ 4^ 

Application de ces intégrales au problème où l'événement G étant arrivé m fois, 
dans m-{-n épreuves^ et l'événement contraire H, les n antres fois, on de- 
mande la probabilité qu'ils arriveront respectivement m' fois et n^ fois dans 
nC'^rl épreuves futures. Cas où Ton sait, à priori, que la chance inconnue de G 
s'écarte fort peu d'une fraction donnée, n** 4^ ^ 4^ 

Énoncé du théorème de Jacques Bernouilli, sur la répétition des événements, dans 
un très grand nombre d'épreuves , en raison de leurs chances respectives, con- 
nues ou inconnues , mais supposées constantes. Application à un exemple tiré de 
V Arithmétique morale , de BuSon. Indication de la démonstration du théo-* 
rème, fondée sur la formule du binôme, n®' 49 ^ ^i 

Énoncés de trois propositions générales, qui seront démontrées dans le chapitre IV, 
et qui se rapportent à la répétition des événements dont les chances varient 
d'une manière quelconque pendant les épreuves. On en déduit la loi générale 
des grands nombres, déjà vérifiée dans le préambule. Cette loi est comprise dans 
deux équations qui sont la base de toutes les applications importantes du calcul 
des probabilités, n*^ 5a à 54 

Application de la preikière équation à des exemples. Différence essentielle entre 
les tisages de la cfflince constante et ceux de la chance moyenne des événements, 
déduites, l'une et l'autre , de l'observation. Proportion constante des naissances 
masculines et féminines. Rapports qui doivent exister entre les similitudes et 
les dissimilitudes de sexe, des premiers nés d'un même mariage, n^ 55 à Sg 

On indique j comme application de la seconde équation, le calcul des erreurs 
moyennes des observations, celui de la vie moyenne à différents âges , celui de 
l'influence des vents sur les hauteurs des marées ; n*^ 60 à 6^ 

Digre8sion.8ur le principe de la causalité. Réfutation de l'opinion de Home eur le 
simple concours de la cause et de V effet. On fait voir que l'existence d'une cause 
capable de produire nécessairement un phénomène , peut avoir une très grande 
probabilité I quoique celui-ci n'ait été observé qu'un petit nombre de fois« 

n- 63 et 64 

Probabilité de l'existence ou de la non-eiflstence, d'une cause permanente de cer-<- 
tains phénomènes , qui se combine avec des causes variables et avec le hasard ;, 
et ne produit pas constamment ces phénomènes. Ce qu'on doit entendre au jeu, 
par les mots bonheur et malheur^ n® 6$ 

a.. 
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CHAPITRE III. Calcul des probabilités qui dépendent de très griutds 
nombres. (Cas des chances coostantcs pendant les épreuves.) 

Page 172 

Nécessité de recourir aux méthodes d'approximation, pour calculer les valeurs des 
produits d'un très grand nombre de facteurs tuéj^aux. Méthode de Laplacc pour 
réduire en se'ries convergentes, les {biiclions de grands nombres, exprimées 
préalablement par des intégrales définies. Application de cette méthode su pro- 
duit 1 .3.3. . .11 des nombres naturels. Formule de Wallis, n*" 66 à 68 

Probabilité de» arrivées m fois et n fois, des deux événements contraires E et F, 
dans un très grand nombre m-\-n d'épreuves. Diminution de cette probabalité, 
lorsque les chances constantes de E et F, au lieu d'être données à priori , ont 
été conclues d'un autre grand nombre d'observations. Exemple d'un cas parti- 
culier où les chances de ces deux événetneuts varient pendant les épreuves, 

n*" 6g à ■; a 

Transformation d'une partie de la formule du binôme , en une autre formule con- 
vertible en une intégrale définie. Application de la méthode de Laplace à cette 
intégrale. Formules qui déterminent la probabilité que dans le nombre m -J- n 
d'épreuves, l'événement £ arrivera au moins m fois, et l'événement contraire [' 
au pltis n fois. Probabilité que ces nombres m et n seront compris entre des li- 
mites, à très peu près proportionnelles aux chances respectives des deux évé- 
nements. Probabilités que l'un de ces nombres n'atteindra pas l'une ou l'autre 
de ces deux limites , n°' ^3 à ;y 

Les lormules précédentes conduisent au ihcorème de Jacqi^es Gcrnouilli, énonce 
dans le n° 49' ^^^ °ti la chance de l'un des deux événémei^^ £ et F est très fai- 
ble. Probabilités d'une difiérence des nombres m et n, comprise entre des Umitef 
données, soit quand les chances de E et F sont égales, soit quand elles soûl 
inégales. Part du hasard dans le très grand nombre m -f- n des épreuves, 

n- 80 à 83 

Probabilité de Lmiles comprenant la chance inconnue de l'événement E, d'après le 
nombre de fois que cet événement est arrivé dans un très grand nombred'epreuves. 
Pi obabili lé infiniment petite que cette chance soit précisément égale à une fraction 
donnée. On conclut de cette dernière probabilité , celle d'une événement futur, 
composé de E et do l'événement contraire F. Application à diAVrents exemples, 
de la formule à laquelle ou est conduit. Probabilité que l'événement E qui est 
arrivé m fois dans m + n épreuves , aura lieu m fois dans un autre très grand 
nombre m' -j-n' d'épreuves; expression de cette probabilité correspondante .1 
une différence donnée entre les rapports — ^T" ^' ~^âl — ' ' comparaison des 
chances de deux événements dilFcrents , qui sont arrivés des nombres de fois 
connus dans des nombres d'épreuves aussi donnés. Application numérique des 
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lormules précédentes à l'exemple cilé dans le n° 5o, et lire des œuvres de 
Buffon, "' n"E3à89 

Solution d'uD problème susceptible d'une application importante. Conséquences qui 
en résultent relatiTement aux élections des ilépuiés, par un tris grand nombre 
d'électeurs , distribués en un nombre cousidéruble de collèges dont chacun fait 
une nomination , n°' 90 à 93 

CHAPITRE IV. Suite du calcul des probabilités dépendantes de très 
grands nombres. ( Cas des chances variables d'utte niauière queicon- 
qae, comprenant celui des chances constantes.) Page 24^ 

Transformaliondelarègledu n' ao, en une formule exprimée par une intégrale dé-' 
finie. Usage de cette formule, dans le cas d'un très grand nombre d'épreuves. 
Détermination de la probabilité que dans ce nombre m + n d'éprcures, l'cvé- 
ncmeat E arrivera un nombre m de fois , compris entre des limites données. On 
en conclut, canformémenl à la première proposition générale énoncée dans le 
n" Sa, que ce nombre m sera, à très peu près et très probablement, proportionnel 
à la moyenne des chances de E dans cette série d'épreuves, n°' 94 à 96 

Probabllitc que la somme des valeurs d'une chose quelconque, qui auront lieu 
dans un nombre donné d'épreuves, tombera entre des limites données, soit 
quand le nombre des valeurs possibles sera limité; soU quand il deviendra in- 
fini. L'expression de cette probabilité en intéj3rales définies, s'obliendra sous 
forme finie , dans le cas particulier oii toutes les valeurs possibles ont une chance 
égale et qui demeure constante pendant les épreuves. Vériticalion du résultat 
particulier et de la formule ge'nérale , dans le cas le plus simple ûù il n'y a 
qu'une seule épreuve, n"' g^ à iod 

Eu appliquant cette formule au cas d'un Uès grand nombre d'observations, on 
démontre le théorème énoncé dans le n° 53, et suivant lequel, si ce nombii.- 
augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeurs de la chose que l'on 
considère s'approchera de même d'une valeur constante ;i,avec laqut;lle elle 
coïnciderait , si ce même nombre pouvait devenir infini. Celte constante spéciale 
dépend de la loi de probabilité de toute les valeurs possibles ; les limites, plus 
ou moins probables , d'une différence Centre cette constante et la moyenne des 
valeurs observées dans un très grand nombre d'observations , dépendent aussi 
d'une autre constante h , relative à cette même loi. Détermination de ces deux 
quantités k et h, dans les hypothèses les plus simples sur la loi de probabilité. 
Examen du cas ou, d'après cette loi, le nombre des valeurs possibles est 
limité, n°' 101 à io3 

Démonstration de la seconde proposition générale, énoncée dans le n°5a{*); ce qui 



■ (■] En appl^iint, urv^mple, cMIa.BropoiJliDD ednfra1« à U thêrafiaitlifue, il en résalu, c< 
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complète la dânonstration , à priori, de la lot universelle des grands nombres, 
regardée jusque-là comme un fait d'expérience^ n* io4 

Règle pour déduire du résultat des obsenrations, les limites de la différence ^ qui 
ont une probabilité donnée, ou, réciproquement^ la probabilité correspondante 
â une grandeur donnée de ces limites, n^ i o5 et 106 

Probabilité de limites données, de la différence des valeurs moyennes d'une même 
chose, fournies par deux séries différentes d'épreuves. K^Ie la plus avantageuse 
pour conclure de deux ou plusieurs séries d'observations, la valeur approchée 
de cette chose , dans le cas où les valeurs moyennes convergent effectivement 
vers sa valeur exacte, c'est-à-dire, dans le cas où, pour chaque série, la cons- 
tante spéciale est cette véritable valeur, n*^ 107 et 108 

Probabilité de limites données , d'une différence entre les rapports 

^^ m 4- n 

ni 

et —7 -; , des nombres de fois m et ni qu'un même événement E aura lieu 

m 4- ** 
dans m + n et ifi^ + is' d'épreuves, à ces nombres d'épreuves, lorsque toutes les 

causes possibles de E sont les mêmes dans les deux séries d'observations, quoi- 
que les chances de cet événement varient d'une manière quelconque pendant 
chaque série, n* 109 

Solution d'un problème relatif aux inclinaisons des orbites planétaires sur l'éclip- 
tîque> et à leurs excentricités. Solution d'un problème semblable qui se 
rapporte aux inclinaisons des comètes. On en conclut^ avec une très grande 
probabilité, que la cause inconnue de la formation des comètes , n'a pas rendu 
inéljalement probables leurs diverses inclinaisons sur l'écliptique, non plus que 
les deux sens, direct ou rétrograde, de leurs mouvements. lien résulte aussi 
que l'inclinaison moyenne de toutes les comètes existantes , diffère probable- 
ment fort peu de celle des comètes observées jusqu'à ce jour. Note relative â des 
corps incandescents et en très grand nombre, que l'on observe dans le ciel à une 
époque déterminée de l'année (^) , n®' 1 10 et 1 1 1 



Jifoi est conforme d^ailleun au simple bon sens, que si un médicament a été employé ayec succès dans 
QB très grand nombre de cas semblables, de sorte que le nombre de cas où il n^a pas réussi soit très 
peiU par rapport au nombre total de ces expériences, il est très probable qu'il réussira encore dans 
une nouvelle épreuTc. La médecine ne serait ni une science, ni un art, si elle n^était pas fondée sur 
de nombreuses obserrations , et sur le tact et Texpérience propres du médecin, qui lui font juger ds 
la similitude des cas et apprécier les circonstances exceptionnelles. 

(*) Il parait que ces corps , lors de leur apparition , sont très éloignés de la terre , et à une distance 
où la densité de Tatmosphère est tout-à-foit insensible ; ce qui rend difficile d^attribuer, comme on 
le fait, leur incandescence à un frottement contre les molécules de Tair. Ne pourrait-on pas supposer 
qM le fluide électrique à Tétat neutre, forme une sorte dVmospfaère, qui s^étend beaucoup au-delà 
de la masse d'air ; qui est soumise à Tattraction de la terre , quoique physiquement impondérable ; et 
qui suit , en coniéquence, notre globe dans ses mouvements? Dans cette hypothèse , les corps dont il 
s*agit^ et, en général, les aérholites, en entrant dans cette atmosphère impondérable, décomposeraient 
le fluide nantre , par leur action Inégale sur les devx éleetrieltés , et ce tarait an s^âaetrisant qu^iU 
j'éahaaffBraiaot al daTiandraiant incandatcanu. 
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QiAPITRE V. Applications des règles générales des probabilités aux 
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On détermine les probabilités quW accusé sera condamné ou acquitté, à une 
majorité déterminée, par des jurés dont chacun à une probabilité donnée de ne 
pas se tromper, et en ayant égard à la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité, 
qui avait lien avant le jugement. Par la règle de la probabilité des causes ou des 
hypothèses, on détermine également les probabilités que l'accusé, ainsi condamné 
ou acquitté, est coupable ou innocent , n®' 1 14 à 1 1 7 

Formules relatives au cas d'un nombre quelconque de jurés, qui. ont tous la même 
chance de ne pas se tromper , et dont la décision aura lieu ou a eu lieu , soit à 
une majorité donnée, soit à une majorité dont le minimum seul est donné. On 
fait voir que la probabilité qu'une condamnation sera prononcée^ est toujours 
moindre que celle de la probabilité, avant le jugement, de la cupabilité. Les 
probabilités de la bonté d'un jugement ne dépend, toutes choses d'ailleurs ^- 
les , que de la majorité à laquelle il a été rendu , et nullement du nombre 
total des jurés, lorsque leur chance de ne pas Àe tromper est donnée 4 /'^'c?riV 
ce qui n'a plus lieu quand cette chance doit être déduite , à posteriori y de la 
connaissance de cette majorité, n®' 1 18 à lao 

Application de ces formules au cas où le nombre des jurés est très grande ce qui 
rend très peu probable, qu'une condamnation sera ou a été prononcée à une 
peUte majorité, u^ 121 

Théorème relatif à un jury composé d'un nombre quelconque de jurés, dont 
chacun a plusieurs chances distinctes et inégalement probables , de ne pas se 
tromper. Exemple du calcul de la chance moyenne, quand le nombre des chances 
possibles devient infini, et que leur loi de probabilité est donnée. Cette chance 
moyenne est la même pour tous les |urés, quand ils doivent être pris au hasard 
sur une même liste générale. Formules qui déterminent, dans ce cas, les pro- 4. * 

habilités qu'une condamnation sera prononcée, qu'un accusé condanmé est cou- 
pable, que la chance d'erreur des jurés a été comprise entre des limites don- 
nées, n«' ra2 à 127 

Application de ces formules à un jury composé d'un très grand nonihire de 
jurés, n*»» I28àï3r 

L'usage de ces formules exige, dans tous les cas, que l'on fasse une hypothèse sur 
la loi de probabilité des chances d'erreur des jurés. Examen de l'hypothèse de 
Laplace. Conséquences qui en i-ésulteraient et qui la rendent inadmissible. L'im-^ 
possibilité de faire sur oette loi|.aucwe hypothèsç convenablement motivée, jpend 
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également impossible de déterminer la probabilité de la bonté d'am jugeomt 
isolé, d*aprè8 la connaissance du nombre des jurés eC de h majorité à kqudle 
il a été rendu. Nécessité de recourir aux résultats d'un très grand nombre de 
jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renfermeot les 
formules précédentes, savoir, la chance u de ne pas se tromper, commune & 
tous les jurés pris au hasard sur une même liste générale, et la probabifif^ f de 
la culpabilité des accusés , résultante des procédures antérieures aux débati de- 
vant les cours d'assises, n^ i3a et i33 

Probabilités que la différence entre le rapport, fourni par une série d'expérience, 
du nombre des condamnés à celui des accusés et la valeur spéciale que ce rap* 
port atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comprise entre des linûtes 
données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui résultera 
d'une autre série d'expériences, tombera entre des limites également don- 
nées, n* i34 

On extrait des Comptes généraux de V administration de la justice criminelle, les 
données de l'observation qui serviront à déterminer les valeurs numériques 
de u et ^. Ces données sont divers rapports auxquels on applique, avant d'en 
faire usage , les formules de probabilités précédentes. Influence des change- 
ments successifs de la législation du jury en France, sur les grandeurs de ces 
rapports. Division des crimes en deux espèces distinctes. Obligation où l'on 
est de supposer, quant à présent, que les valeurs de u et ky très différentes pour 
ces deux sortes de crimes, sont à peu près les mêmes pour tous les départe- 
ments, n~ i35 à i36 

Calcul de ces valeurs, soit pour la France entière , soit pour le département de U 
Seine en particulier. Probabilité que , d'après ces valeurs , un jugement de con- 
damnation ou d'acquittement a été prononcé à l'unanimité, n^ i39 à i4i 

Signification qu'on doit attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce 
qui a été dit, à cet égard, dans le préambule de l'ouvrage, n* 14a 

Formules qui font connaître la mesure du danger, pour un accusé, d'être con- 
damné, quoique non-condamnable, et pour la société , de l'acquittement d'un 
accusé qui aurait dû être condanmé , n^ i43 

Calcul des valeurs numériques de ces mesures, et des probabilités de l'innocence 
et de la culpabilité des condamnés , à différentes époques où la législation o'a 
pas été la même, n"^ i44 «t i45 

Indication d'un calcul semblable, qu'on ne peut effectuer faute de données néces- 
saires de l'observation, en ce qui concerne les jugements de police correction^ 
neUe et ceux de U justice militaire, n^ 146 

Formules relatives à la bonté, plus ou moins probables, des jugements en ma- 
tière civile, rendus en première instance et en appel, n^ '47 ^ >49 

Faute de données de l'expérience, nécessaires pour déterminer les deux éléments dis- 
tincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les chances d'er- 
^r ^Ics pour tooi les juges des deux degrés saccessift. On calcule cette chance^ 
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d'après te rapport, donné par l'expérience, du nombre des ju^eiaeiits confir- 
més pat- les COUTS royales, à celui des jugements de première instance <( 
sont soumis aunucllement. Le peu de variation de ce rapport, pendant trois an- 
nées consécutives, est une preuve très remarquable de la loi p.énéralc des grandi 
nombres. On déduit de celle donnée de l'observation, les probabilités de la 
bonté des jugements de première instance et d'appel, soit quand ils s'accordent, 
soit quand ils sont conlrairen, n** i5o 
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FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGEB. 



Dans le préambule, à la li^ne 9 de la page 2^, il faut mettre : quatre dis'inil- 
lièines, au lieu de quatre milIièmeB ; et par suite, à la même page, il faut réduire 
à 9 et à 7, les nombres 88 et i8, et remplacer, à la ligne 27, les mots : vipgt fois 
aussi grand , par ceux-ci : plus de cinquante fois aussi grand. 

A la Sn du n° 32, il faut supprimer : Le cas de m ^1 n'est pus compris dans cette 
valeur de «, ... ; et mettre , au contraire ; dans lii cas de m ;= i , cette valeur de «, 
se réduit à ■», ^ 1 , ce qui est évident, à priori. 

Au commeucement du n° 68, il faut mettre : Toutefois, la loi de la série n'étant 
pas connue, elle peut être du genre j au lieu de : Toutefois, elle est du genre. 

A la &n du n" 78, il faut ajouter ces mots : si elle est un nombre entier, et de 
moins d'une unité, sî elle n'en est pas un. 

Au bas de la page 254i après : en désignant par m un nombre donné, il faut sup- 
primer : compris entre ■ et C. 
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Un problème relatif aux jeux de hasard , propose à un austère jan- 
séniste par un homme du monde, a été l'origine du calcul des proba- 
bilités. Il avait pour objet de déterminer la proportion suivant laquelle 
l'enjeu doit être partagé entre les joueurs, lorsqu'ils conviennent de 
ne point achever la partie, et qu'il leur reste à prendre, pour ia ga- 
gner, des nombres de points inégaux, Pascal en donna )e premier la 
solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite 
résolu par Fermai, dans le cas général d'un nombi'e quelconque de 
joueurs. Toutefois, les géomètres du xvij° siècle qui se sont occupés 

* du calcul des probabilités, ne l'ont employé qu'à déterminer les 
chances de différenls jeux de cette époque; et ce n'est que dans le 
siècle saivant qu'il a pris toute son extension , et qu'il est devenu une 
des principales branches des mathématiques, soit par le nombre et l'u- 
tilité de ses applications , soit par le genre d'anal^yse auquel il a donné 
naissance. 

j^ Parmi les applications de ce calcul, une des plus importantes est 



'.' • ♦. •. 






f.^ 



^ A 



a RECHERCHES 

celle qui se rapporte à ta probabilité des jugemeats, ou, en général, 
des décisions rendues k la pluralité des voix, Condoicet est le premier 
qui ait essayé de la déterminer. Le livre qu'il a écrit sur ce sujet (*), 
avait été entrepris du vivant et à la demande du ministre Turgot, 
qui concevait tout l'avantage que les sciences morales etl'adiBlnistra- 
tion publique peuvent retirer du calcul des probabilités, dont les indi- 
cations sont toujours précieuses, lors même que, faule de données 
suffisantes de l'observation, il ne peut conduire aux solutions com- 
plètes des questions. Cet ouvrage renferme un discours préliminaire 
fort étendu, oii l'auteur expose, sans le secours des formules ana- 
lytiques, les résultats qu'il a obtenus, et où sont développées avec 
soin les considérations propres à montrer l'utilité de ce genre de 
recherches. 

Dans son Traite des probabilités, Laplace s'est aussi occupé du cal- 
cul des chances d'erreur à craindre dans le jugement rendu contre 
un accusé, à une majorité connue, par un tribunal ou un jury com- 
pose d'un nombre de personnes également connu. La solution qu'il a 
donnée de ce problème, l'un des plus délicats de la théorie des proba- 
bilités, est fondée sur le principe qui sert à déterminer les probabilités 
des causes diverses auxquelles on peut attribuer lesTaits observés; prin- 
cipe que Blayes a présenté d'abord sous une forme un peu difTérente, 
et dont Laplace a fait ensuite le plus heureux usage, dans ses mémoires 
et dans son traité, pour calculer la probabilité des événements futurs 
d'après l'observation des événements passés; mais, en ce qui concerne 
le problème de la pi-obabililé des jugements, il est juste de dire que 
c'est à Condorcet qu'est due l'idée ingénieuse de faire dépendre la so- 
lution, du principe de Blayes, en considérant successivement la cul- 
pabilité et l'innocence de l'accusé, comme une cause inconnue du 
jugement prononcé, qui est alors le Tait observé, duquel il s'agit de 
déduire la probabilité de cette cause. L'exactitude de ce principe se 
démontre en toute rigueur; son application à la question qui nous oc- 
cupe, ne peut non plus laisser aucun doute; mais pour cette applica- 
tion, Laplace fait une hypothèse qui n'est point inconteslaJ>le : il 
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suppose €{ue la proba))ilité cp'un juré ne se trompera pas est sus- 
ceptible de tous les degrés également possibles , depuis la certitude» 
représentée par l'unité ^ jusqu'à l'indifiFérence, qui répond dans le cal- 
cul k la fraction ^ , et se rapporte à une égale chance d'erreur et de 
vérité. L'illustre géomètre fonde son hypothèse sur ce que l'opinion 
d'un juré a sans doute plus de tendance vers la vérité que vers l'er* 
reur; ce qu'on doit admettre effectivement en général. Mais il existe 
une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont 
à cette condition , sans qu'on soit obligé de supposer que la chance 
qu'un joré ne se trompera pas^ ne puisse jamais descendre au-dessous 
de ^ , et qu'au^-dessus de cette limite^ toutes ses valeurs soient également 
possibles. Ija supposition particulière de Laplace ne saurait donc être 
justifiée à priori. Soit à raison de cette hypothèse , soit à cause de leurs 
conséquences ; qui m'ont paru inadmissibles ^ les solutions du pro-» 
blême de la probabilité des jugements que l'on trouve dans le Traité 
des probabilités (^) et dans le premier supplément à ce grand ou- 
vrage (**), et qui diffèrent l'une de l'autre, ont toujours laissé beaucoup 
de doutes dans mon esprit. C'est à l'illustre auteur que je les aurais sou- 
rais, si je me fusse occupé de ce problème pendant sa vie : l'autorité 
de son nom m'en eut fait un devoir, que son amitié, dont je me glori- 
fierai toujours, m'aurait rendu facile à remplir. On concevra sans 
peine que ce n'est qu'après de longues réflexions, que je me suis dé- 
cidé à envisager la question sous un autre point de vue; et l'on me 
permettra d'exposer , avant d'aller plus loin , les principales raisons 
qui m'ont déterminé à abandonner la dernière solution à laquelle 
Laplace s'était arrêté, et dont il avait inséré les résultats numériques 
dans V Essai philosophique sur les Probabilités. 

La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de l'erreur 
d'un jugement, ne dépend que de la majorité à laquelle il a été pro- 
noncé,* et du nombre total des juges; el4Pb renferme rien qui soit 
relatif à leurs connaissances plus ou moins étendues dans la matière 
qui leur a été soumise. Il s'ensuivrait donc que la probabilité de l'erreur 
d'une décision rendue par un jnry, à la majorité de sept voix contre 
cinq, par exemple, serait la- même, quelle que ftit la classe de per- 
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sQnnes où les douze jurés auraient été choisis ; conséquence qui me 
paraîtrait déjà suffisante pour qu'on fut fondp à ne point admettre la 
formule dont elle est xléduite. 

Cette même formule suppose qu'avant la décision du jury, il ny 
avait aucune présomption que l'accusé fût coupable; en sorte que la 
probabilité plus ou moins grande de sa culpabilité , devrait se conclure 
uniquement de la décision qui serait rendue contre lui. Mais cda est en- 
core inadmissible : Taccusé, quand il arrive à la cour d'assises, a déjà 
été l'objet d'un arrêt de prévention et d'un arrêt d'accusation , qui 
établissent contre lui une probabilité plus grande que ~ , qu'il est cou- 
pable; et certainement, personne n'hésiterait à parier, ^ j^u égal, 
plutôt pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les règles qui 
servent à remonter de la probabilité d'un événement observé à celle 
çle sa cause , et qui sont la base de la théorie dont nous nous occupons , 
estent que l'on ait égard à toute présomption antérieure à l'observa- 
tion, lorsque l'on ne suppose pas, ou qu'on n'a pas démontré qu'il * 
n'en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente 
dans les procédures criminelles, j'ai du en tenir compte dans la solu- 
tion du problème; et l'on verra, en effet, qu'en en faisant abstraction, 
il serait impossible d'accorder les conséquences du calcul avec les ré- 
sultats constants de l'observation. Cette présomption est semblable à 
celle qui a lieu en matière civile, lorsque l'un des plaideurs appelle d'un 
premier jugement devant une cour supérieure : il y parait avec une pré- 
somption contraire à sa cause; et Ton se tromperait gravement, si l'on 
n'avait pas égard à cette circonstance, en calculant la probabilité de 
l'erreur à craindre dans l'arrêt définitif. 

Enfin , Laplace s'est borné à considérer la probabilité de l'erreur d'un 
jugement rendu à une majorité connue ; cependant le danger que l'ac- 
cusé court d'être condamné à tort par cette majorité , quand il est tra- 
duit devant le jury, ne i|And pas seulement de cette probabilité; il 
dépend aussi de la chance qu'une telle condamnation sera prononcée. 
Ainsi, en admettant pour un moment que la probabilité de l'erreur 
d'un jugement rendu à la majorité de sept voix contre cinq, soit expri-* 
mée par une fraction à très peu près égale à f ^ comme il résulterait de 
la formule de Laplace, il faut aussi observer que, d'après l'expérience, le 
nombre de condamnations par les jurys qui ont eu lieu chaque année 
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en France, à cette majorité, n'est que -^ du nombre tolal des ac- 
cusés; le danger pour un accusé d'être mal jugé à la majorité dont il 
s'agit, aurait donc pour mesure le produit des deux fractions | et ^ 
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ou j^; car, dans toutes les choses éventuelles, la crainte d'une perle ou 
l'espoir d'un gain a pour expression le produit de la Valeur de la chose 
que Ion craint ou que Ton espère, multipliée par la probabilité qu'elle 
aura lieu. Cette considération réduirait déjà à un sur cinquante la 
proportion des accusés non coupables qui seraient condamnés annuelle** 
ment k la plus petite majorité des jurys; ce serait sans doute encore 
beaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents; mais 
c'est ici qu'il convient d'expliquer le sens véritable que l'on doit atta- 
cher, dans cette théorie, aux mots coupable et innocent^ et que La- 
place et Condorcet leur ont effectivement attribué. 

On ne saurait jamais arriver à la preuve mathématique de la culpa- 
bilité d'un accusé; son aveu même ne peut être regardé que comme 
une probabilité très approchante de la certitude; le juré le plus éclaire 
et le plus humain ne prononce donc une condamnation que sur une 
forte probabilité, souvent moindre, néanmoins, que celle qui résulte* 
rait de l'aveu du coupable. Il y a entre lui et le juge en matière civile, 
une différence essentielle : lorsqu'un juge, après l'examen approfondi 
d'un procès, n'a pu reconnaître, vu la difficulté de la question, qu'une 
faible probabilité en faveur de Tune des deux parties, cela suffit pour 
qu'il condamne la partie adverse; au lieu qu'un juré ne doit prononcer 
un vote de condamnation que quand, à ses yeux, la probabilité que 
l'accusé est coupable atteint une certaine limite, et surpasse de beau- 
coup la probabilité de son innocence. Puisque toute chance d'erreur ne 
peut être évitée, quoi qu'on fasse, dans les jugements criminels, à quoi 
doît-elle être réduite, pour assurer à Tinnocence la plus grande garantie 
possible? C'est une question a laquelle il est difficile de répondre d'une 
manière générale. Selen Condorcet, la chance d'être condamné injuste- 
ment pourrait être équivalente a celle d'un danger que nous jugeons 
assez petite pour ne pas même chercher ^ uous y soustraire dans les 
habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien le droit, pour sa sû- 
reté, d'exposer un de ses membres à un danger dont la chance lui est, 
pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est beaucoup 
trop subtile dans une question aussi grave. Laplace donne une 
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déHailion y bien plus propre à éclairer la question^ de la chance d'er- 
reur qu'on est forcé d'admettre dans les jugements en matière crimi- 
nelle. Selon lui, cette probabilitédoit étre^ telle qu'il y ait plus de dan- 
ger pour la sûreté publique , à l'acquittement d['un coupaUe ^ que de 
crainte dé la condamnation d'un imiocent; comme il le dit expi^ssé- 
menty c'est cette question, plutôt que la culpabilité même de l'accusé, 
que chaque juré est appelé à décider^ à sa manière, d'après ses lumiè- 
res et son opinion; en sorte que l'erreur de son vote, soit qu'il con- 
damne, soit qu'il absolve, peut provenir de deux causes différentes : ou 
de ce qu'il apprécie mal les preuves contraires ou Bsivorables à l'accusé, 
ou de ce qu'il fixe trop haut ou trop bas la limite de la probabilité né- 
cessaire à la condamnation. Non-seulement cette limite n'est pas la 
même pour toutes les personnes appelées à juger, mais elle cbàtige 
aussi avec la nature des accusations, et dépend même des circonstances 
où l'on se trouve : à l'armée, en présence de l'ennemi, et pour un 
crime d'espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que 
dans les cas ordinaires. Elle s'abaisse, et le nombre des condamnations 
augmente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus 
k craindre pour la société. 

Les décisions des jurys se rapportent donc à l'opportunité de^ con- 
damnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en 
substituant le mot condamnable ^ qui est toute la vérité, au mot cou- 
pable ^ qui avait besoin d'explication, et que nous continuerons d'em- 
ployer pour nops conformer à l'usage. Ainsi, lorsque nous trouverons, 
que sur un très grand nombre de jugements, il y a une certaine pro*^ 
portion de condamnations erronées, il ne £iudra pas entendre que 
cette proportion soit celle des condamnés innocents; ce sera la propor- 
tion des condamnés qui l'ont été à une trop faible probabilité, non 
pas pour établir qu'il sont plutôt coupables qu'innocents, mais pour 
que leur condamnation fut nécessaire à la sûreté publique. Déterminer 
parmi ces condamnés, le nombre de ceux qui réellement n'étaient pas 
coupables, ce n'est pas l'obj^de nos Calculs; toutefois il y a lieu de 
croire que ce nombre est heureusement très peu considérable, du moins 
en dehors des procès politiques : on en peut juger, dans les cas ordi- 
naires , par le nombre très petit de condamnations prononcées par les 
jurys, contre li^quelles l'opinion publique se soit élevée; par le petit 
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nopibre de grâces complètes qui ont été accordées ; et par le nombre, 
aussi très petit, de cas où les cours d'assises ont usé du droit que 
la loi leur donne, de casser la condamnation prononcée par un 
jury, et de renvoyer le prévenu devant d'autres jures, lorsqu'elles 
jogent que le débat oral a détroit l'accusation, et que le condamné n'est 
pas coupable. 

Les résultats relatifs aux cbances d'erreur des jugements criminels, 
auxquels Laplace est parvenu , ont paru exorbitants, et en desaccord 
avec les idées générales; ce qui serait contraire aux paroles de l'auteur, 
» que /a théorie des prohabilités n'est , aujond, que le boti sctu réduit 

» en calcuLlisont été mal interprétés; et l'on s'est trop hâté d'en conclure 

que l'analyse matliématique n'est point applicable à ce genre de ques- 
* tions, ni généralement aux choses qu'on appelle morales. C'est un pré- 

jugé que j'ai vu à regret partagé par de bons esprits; et, pour le dé- 
truire , je crois utile de rappeler ici quelques considérations gi'tiéraies, 
qui seront propres d'ailleurs, par la comparaison avec d'autres ques- 
tions où personne ne conteste que l'emploi du calcul soit légitime et 
nécessaire, à bien faire connaître l'objet du problème que je me suis 
proposé spécialement dans cet ouvrage. 

Les choses do toutes natures sont soumises à une loi universelle 
qu'on peut appeler la loi dp.i gmn/h nombres. Elle consiste en ce que, 
si l'on observe des nombres très considérables d'événements d'une 
même nature, dépendants de causes constantes et de causes qui va- 
rient irrégulièrement, tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, c'est- 
à-dire sans que leur variation soit progressive dans aucun sens déter- 
• miné, on ti-oorera, entre ces nombres, des rapports à li-ès jjeu près 

^ ^ constants. Pour chaque nature de choses, ces rapports auront une va- 
^ A^^* * leur spéciale dont il s'écarteront de moins en moins, à mesure que la 
» * ,*, '*'''fi des événements observés augmentera davantage, et qu'ils attein- 

'T î , draient rigoureusement s'il était possible de prolonger cette série à 

l'infini. Selon que les amplitudes de variations des causes irrégulières 
seront plus ou moins grandes, il faudra des nombres aussi plus ou 
moins grands d'événemenls pour que leurs rapports parviemient sensi- 
* ^.» blement à la permanence; l'observation même fera connaître, dans 
1^ , chaque qoestion, si la série des expériences a été suffisamment prolon* 
S ^ , gée ; et d'après les nombres des faits constatés, et la grandeur des écarts 
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qui resteront encore entre leurs rapports, le calcul fouraira des règles 
certaines pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers la- 
quelle ces rapports convergent €Sl comprise entre des limites aussi res- 
serrées qu'on voudra. Si l'on fait de nouvelles expériences, et si l'on 
trouve que ces mêmes rapports s'écartent notablement 3e leur valeur 
finale, déierminée par les observations précédantes, on en pourra con- 
clure que les causes dont les faits observes dépendent, ont éprouvé 
une variation progressive, ou même quelque changement brusque, 
dans l'intervalle des deux séries d'expériences. Toutefois, sans le se- 
cours du calcul des probabilités, on risquerait beaucoup de se méprendre ' 
sur la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de va- 
gue à cet égard, et nous fournil aussi les règles nécessaires pour déter- 
miner la chance d'un changement dans les causes, indiqué par la coni- • 
paraison des faits observés à différentes époques. " 
Cette loi des grands nombres s'observe dans les événements que uous % 
attribuons à un aveugle hasard, faute d'en connaître les causes, ou 
parce qu'elles sont trop compliquées. Ainsi , dans les jeux où les cir- 
constances qui déterminent l'arrivée d'une carte ou d'un dé, varient à ' 
l'infini et ne peuvent être soumises à aucun calcul, les dîfl'érents coups ^f 
se présentent cependant suivant des rapports constauts, lorsque la série * 
des épreuves a éle long-temps prolongée. De plus, lorsqu'on aura pu 
calculer d'après les règles d'un jeu, les probabilités respectives des 
^^^H coups qui peuvent arriver, on vérifiera qu'elles sont égales à ces rap- 
^^^^K ports constants, conformément au théorème connu de< Jacques Ber- ^ 
W^^^ ' nouiili. Mais dans la plupart des questions d'éventualité, la délermî- 
f ' nation à priori des chances des divers événements est impossible, et ce • 
Ih sont, au contraire, les résultats observés qui les font connaître : on ne ^ #- 
saurait, par exemple, calculer d'avance la probabilité de la perte d'un '»^% 



^ ^ vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la ^ 

'^^ loranaraison du nombre des sinistres à celui des vovaees ; auand cf- I 



t 



■omparaison du nombre des sinistres à celui des voyages ; quand ce- 
lui-ci est très grand, le rapport de l'un à l'autre est à peu près cons- 
tant, du moms dans chaque mer et pour chaque nation en particulier; ^ i 
sa valeur peut être prise pour la probabilité des sinistres futurs; et 
c'est sur cette conséquence naturelle de la loi des grands nombres^qne 
sont fondées les assurances maritimes. Si l'assureur n'opérait que sur 
un nombre peu considérable d'aû'aires, ce serait un simple pari, qui , ^ 
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n'aurait aacune valeur sur laquelle Upiit compter; s'il Opère sur de 
très gi-aods nombres, c'est une sj^Hation dont le succès est à peu 
près certain. 

La oiërae loi régit éf^aleraent les pliénomènes qui sont produits par 
des forces connues, concurremment avec des causes accidentelles dont 
les effets n'ont aucune régularité. Les élévations et les abaissements 
successifs de la mer dans les ports et sur les côtes, en offrent un exemple 
d'une précision remarquable. Malgré les inégalités que les vents pro- 
duisent, et qui feraient disparaître les lois du phénomène dans des ob- 
servations isolées ou peu nombreuses; si l'on prend les moyennes d'un 
grand nombre de marées observées dans un même lieu , on trouve 
qu'elles sont à très peu près conformes aux lois Aajlux et du reflux , 
résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mêmes que si les 
vents accidentels n'avaient aucune influence : celle que peuvent avoir 
les vents qui souillent dans une même direction pendant une partie 
de l'année, sur les marées de celte époque, n'a point encore été dé- 
terminée. Ces moyennes déduites d'observations faites au commence- 
meut et à la fin du siècle dernier, on séparées par un intervalle de 
cent années, n'ont présente que de petites différences, que l'on peut at- 
tribuer à quelques changements survenus dans les localités. 

Pour exemple de la loi que je considère, je citernî encore la lon- 
gueur de la vie moyenne dans l'espèce humaine. Sur un nombre consi- 
dérable d'enfants nés en des lieux et à des époques assez rapprochés, il 
y en aura: qui mourront en bas âge, d'autres qui vivront plus long- 
temps, d'autres qui atteindront les limites de la longévité; or, malgré 
les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes dïffé- ^ 
rences entre les âges des mourants, si l'ondivise la somme de ces âges 
parleur nombre supposé très grand, le quotient, ou ce qu'on appelle 
ia vie moyenne, sera une quantité indépendante de ce nombre. Sa 
durée pourra ne pas être la même pour les deux sexes; elle pourra 
différer dans les différents pays, et à différentes époques, parce qu'elle 
dépend du climat, et sans doute aussi du bien-être des peuples : elle 
auaraentera si une maladie vient à disparaître, comme la petite-vérole 
par le bienfait de la vaccine ; et, dans tous les cas, le calcul des proba- 
bilités nous montrera si les variations reconnues dans cette dnrée, sont 
assez gi'andes et résultent d'un assez grand nombre d'observations, 
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pour qu'il soit nécessaire de les attribuer à quelques cbangemento ar- 
rivés dans les causes générales, ^^■pport entre les nombres des nài»* 
sances annuelles masculines et^ffinnines, dans un pays d'une grande 
étendue , a également une valeur constante, qui ne semble pas dé- 
pendre du climat, mais qui, par une singularité dont il ne sentit peut- 
être pas difficile d'assigner une cause vraisemblable, pardlt être 
différente pour les enfants légitimes et pour les enfants nés bors de 
mariage. 

ha, constitution des corps formés de molécules disjointes que sépa* 
rent des espaces vides de matière pondérable, offre aussi une application, 
d'une nature particulière, de la loi des grands nombres. Par un point 
pris dans Tintérieur d'un corps et suivant une direction déterminée, si 
Von tire une ligne droite, la distance de ce point à laquelle elle rencon- 
trera une première molécule, quoique très petite en tous sens, variera 
néanmoins dans de très ginands rapports avec sa direction : elle pourra 
être dix fois, vingt fois, cent fois. • • . plus grande dans un sens que 
dans un autre. Autour de chaque point , la distribution des molécules 
pourra être très irrégulière, et très différente d'un point k un autre; elle 
changera même incessamment par l'effet des oscillations intestines des 
molécules ; car un corps en repos n'est autre chose qu'un assemblage 
de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les ampli- 
tudes sont insensibles, mais comparables aux distances intermoléculai- 
res. Or, si Ton divise chaque portion du volume, de grandeur insensi- 
ble, par le nombre des molécules qu'elle contient, lequel nombre' sera 
extrêmement grand à raison de leur excessive petitesse, et si l'on extrait 
la racine cubique du quotient, il en résultera un intervalle moyen des 
molécules, indépendant de l'irrégularité de leur distribution, qui sera 
constant dans toute 1 étendue d'un corps homogène iêt partout àli même 
température, abstraction faite de l'inégale compression de ses parties, 
produite par son propre poids. C'est sur de semblables considérations 
qu'est fondé le calcul des forces moléculaires et du rayonnement calori- 
fique dans l'intérieur des corps, tel que je l'ai présenté dans d'autres ou- 
vrages. 

Ces divers exemples de la loi des grands nombres sont tous pris 
dans l'ordre des choses physiques ; nous pourrions , s'il était néces- 
saire, les multiplier encore davantage; et il ne sera pas non plus 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. ir 

difficile d*en citer d'autres qui appartiennent aux choses de l'ordre mo- 
ral. ParÉdi ceuz-^iy nous pouvons indiquer les produits constants 
d'impôts indirects y sinon annuellement, du moins pendant une pér 
riode de peu d'anpees consécutives. Tel est , entre autres, lé droit de 
greffe j porté dans les recettes annuelles de l'État pour une somme à 
peu près constante , et qui dépend néanmoins du nombre' et de 
l^mportance des procès, c'-est-à-dire des intérêts opposés et variables 
des citoyens y et de leur facilité plus ou moins grande à plaider. Tels 
sont aussi les produits de la loterie de France , avant qu'elle -iùt heu-' 
reusement supprimée, et des jeux de Paris , dont la /suppression n'est 
pas moins désirable. >£es jeux présentent des rapports 'constants de 
deux naturçs distinctes : d'une part, la somme des miles est à peu 
près la même chaque année , on pendant chaque période d'un petit 
nombre d'années; d'un autre côté, le gain du banquier est sensible- 
ment proportionnel k cette somme. Or, cette prMM>rtioniialité est 
un effet naturel du hasard qui amène les coups nm>rables au ban- 
quier, dans une proportion constante et calculable à priori d'après 
les règles du jeu ; mais la constance de la somme des mises est un 
fait qui appartient a l'ordre moral, puisque les sommes jouées dé- 
pendent du nombre et de la volonté des joueurs. Il faut bien que ces 
'deux éléments, la proportionnalité du gain et la somme des mises^ soient 
' peu variables, sans quoi le fermier des jepx ne pourrait pas évakier 
d'avance le prix annuel qu'il s'engage à payer au Gouvernement,' 
d'après les bénéfices que l'on a pu faire dans un bail précédent. L'ex- 
position que je femi tout à l'heure des données de l'expérience sur les- 
quelles je me suis appuyé dans la question de la prohalbilité des juge- 
ments, fournira encore des exemples péremptoires de la loi des grands 
nombres, observée dans les choses de l'ordre moral. On y verra 
que sous l'empire d'une même législation, le rapport du nombre 
des condamnations à celui des accusés, dans toute la France, a très peu* 
varié d'une année à une autre; en sorte qu'il a suffi de considérer en- 
viron 7000 cas , c'est-à-dire le nombre de jugements prononcés chaque 
année par les jurys, pour que ce rapport parvfnt sensiblement à la 
permanence; tandis que dans d'autres questions, et par exemple dans 
celle de la vie moyenne que je viens de citer, un pareil nombre serait 
bien loin d'être suffisant pour conduire k un résultat constant On y- 
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yçrra aosti,. d'une manière frappante* linflaence des causes générales 
sur le rapport.doot il s'agit^ <)ui.* «né toutes ka fotsqne k t^itktion 
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'On ne peut<ioQC paa douter que la loi des grands iDOcnbm ne conr- 
vienoeaux choses morales <}iii dépendent de la volonté de llioinine, 
de ses intérêts ^i de ses lumières et de ses passions, comme à celles de 
TQrdrepbj^siqae. Et, en effet, il ne s'agit point ici de k nature des 
causes, mais bien de k variation de leârs effets isoles et des nombres 
dç CS& açcessaires pour que les irr^laritÀ des faits observés se ba- 
lancent dans les résuUats moyens. La grandeur de ces nombres ne 
saurait être, iMignée d'avance ; elle sera différente dans les diverses 
questions^ et^comme on l'a dit plus haut, d'autant plus copisidérable ^ 
en général, que ces irr^larités auront plus d'amplitude. Mais à cet 
égard^ on ne doit pas croire que les effets de la volonté qpontanéé, de 
Tatexiglement ^^passions, du dé&ut de lumières, varient sur une 
plus grande écHRe que la vie humaine , depuis l'enfant qui meurt 
en naissant jusqu'à celui. qui deviendra centenaire; qu'ils soient plus 
diiEoiles k prévoir que les circonstances qui feront périr un vaisseau 
dans un long vojage; plus capricieux que le sort qui amène une carie 
ou .m[i4ér Ce ne sont pas les idées que nous attachons k ces effets et à 
iew% causes, mais bien le calcul etl'observation qui peuvent seul^ fixer 
les limites, probables de leurs variattona, dans de très gnands nombres 
d'épreuves. 

De ce§ exemples de toutes natures, il résulte que brloi universelle 
des grands nombres est déjà pour nous un fait générât tt incontestable, 
résultant d'^xpérieqces qui ne se démentent jamais. Cette loi étant 
d'aîlleui« la base de toutes Iti. applications du calcul dea probabilités, 
on conçoit maintenant leur indépendance de la pâture des quesUcms, 
et leur par&ite similitude , soit qi|*il s'agisse de choses physiques ou 
de choses morales ,1 pourvu que les données spéciales que le calcul 
exige, dans chaque problème, nous soient fournies par l'observation. 
Mais, vu son importance, il était nécessaire de la démontrer directe- 
ment ; c'est ce que j'ai tâché de £aire ; et je crois y être enfin parvenu , 
coname on le verra dans la suite de cet ouvrage. Le théorème, de Jac* 
quea BemmiUi^ dté pius haut, coïncide avec cette loi des grands 
nombres^- dna k cas particulier où les cbaoïcea des événements de- 
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meurent oonstantef pendant la série àpB épre^yas^^ ainsi qne^ h sup- 
pose esseatiellement la démonstration de Fauteur, qu'il jnédîta, 
celiiiçie on sait^ pendant yhigt années. Il était donc insuffisant dan# 
les questions rekttVes à là, répétition des cboses morales ou des 
phénomène pfajFsiques, qui ont, en général, des cbances continuel- 
lement variables, le plus souyent saus aucune roulante; et pour 
y suppléer, il a fallu envisager la question d'une manière ;4ua générale 
et plus complète que letat de l'analyse matbéfnatiqne ne le permettait 
à i'époque de Jacques Bernouilli. Lorsque Ton considère cette cous-: 
tance des rapports qui. s'établit et se maintient entre les nombres de 
fois qu'un érénement arrive et les nombres très grands des éprenvta , 
malgré les variations de la chance de cet événement pendant le«n* 
dorée , on est tenté .d'attribuer cette régularité si remarquaUe k Tac- 
tion de quelquecause occulte, sans cesse agislNinte; mais la théorie des 
probabilités fait voir que la constance de ces rapports est Tétat na-- 
turel des chosea, dans l'ordre physique et dans Tordre mofà\ , qui 
se maintient de luinnéme suis le secours d'aucune cause étrangère, 
et qui, au conlraire, ne. pourrait être empêché ou troublé que par 
rintérvention d*une semblable cause. 

Le gouvernement a publié les Comptes généraua: de Cadnmustraiion 
de la f^iice criminelle y pour, les neuf années écoulées ^epcii^ lÔaS 
jusqu'à i85S; c'est dans ce recueil authentique, et présenté avec un < 
soin remarquable, que j'ai puisé tous les documents dont j-af«fait 
usage. Le* nombre des- procès jugés annuellement par les court d'as«^ 
sises du rojMwme a été d'à peu pi!ès Soco , et celui des .aocuaés d'envi* 
ron 7€»oo. Depuis iS^S jusqu'il i83o inHuaiveraenl, la législation 
criminelle n'a pas changé^ et les condamnations par les jurys ont 
été prononcées à la majorité d au moins sept voix contre cinq, sauf 
l'intervention 3e la cour dans les cas de cette plus petite majorité. 
En i85i y cette interveiftion a ^ supprimée^ et Ton a exi|[é la mar 
jorité dau moins huit voix contre quatre, ce qui a dû rendre 1^ 
acquittements plus fréquents. Le rapport de leur nombre à celui 
des accusés, pendant les six premières années, s'est trouvé égal à 0,39, 
en négligeant les ifiillièmes : une seule année il s'est abaissé à o,58, 
et une autre année , il s/est élevé à 0,40; d'où il résulte que dans cette 
période^ il nV varié d'une «wée à unéautre, nque d'na œotièroe de 
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4: part et d'autre de sa- valeur moyenne. On peut dftnc prendre o^Sg 

pour la valeur de ce rapport ^ et 0^61 pour le rapport du nombre des 
condamnations à celui des accuses , sous Tempire de la logislttion* 
antérieure à i83i. A cette même époque, le rapport du nombre des 
condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre 
cinq 9 au nombre total des accusés , a étéoy07 , et il a aussi très peu varié 
d'une année k une autre. En retranchant cette fraction de 0,61 p il 
reste o,54 pour la proportion des condamnations qui ont eu Ken k 
plus de sept voix contre cinq; le rapport du nombre des aoquHte* 
merits à celui des accusé^ aurait donc été 0^6 , si l'on eût exigée 
poirr la condamnation^ une majorité d'au moins huit voixeontre 
, quatre; or, c'est effectivement ce qui est arrivé pendant l'année ffiSi^ 

de sorte que la différence entre ce* rapport conclu des années- précé- 
dentes et celui qui a été observé dans celle-ci ^ est à peine d'un 
demi-millième. 

En 1*853 y en conservant la même majorité minima qu^en i85r, 
la k)i a prescrit la question des circonstances atténuantes, entraî- 
nant, dans le cas de l'affirmative , une diminution de pénalité; 
l'effet de cette mesure a du être de rendre plus faciles les con- 
damnations par les jurys; mais dans quelle proportion? C'est ce 
qi|e l'expérience seule pouvait nous apprendre y et qu'on ne pouvait 
.pas calculer d'avance , comme l'augmentation du nombre des acquit- 
tement3^ qui avait eu lieu par un changement dans la plus petite, 
majorité. L'expérience a fSit voir qu'en i85a, la proportion des 
acquittements «s'est abaissée à 0,41? ^Ue est restée la même, à un 
millième près , dans l'année 1 835 , pour laquelle la législation n'a 
pas changé : le rapport du nombre des condamnations à celui des 

accusés ,. avant , pendant et après 1 85 1 , a donc été successive Aen( , 

-^, —2.^ çle manière qu'après avoir dixniqué 'de 0,7, par l'effet^M'une 

voix de plus exigée dans la majorité, il a augmenté seulement de o,5/ 
par l'influencé de la question des circonstances atténuantes sur l'esprit 
des jurés (*)u 



m 

^*) Dans le4:ompte de*Va4imiiistration de la jottice criminelle pour l'iumée i934j 
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Pendant ces deux années i832 et iSSS, le nombre des procès po- 
Utiqu(»B^ souïnis aux cours d'assises, a été considérable; on Fa retran- 
ché du non4>re ^total des prpcès criminels , dans réysduation c^ui a 
doffné 0,4 1 pour la proportion des acquittements; en y ayant égards 
on trouve qde cette, proportion s'élèverait à 0,4^9 ce qui montre déjà 
l'influenoé du» genre des affaires sur le nombre des ad^ittements pro- 
noidrés par les jurys. Cette influence est rendue tout-à-fait évidente* 
dans les Comptes généiuua: : les procès criminels y sont classés eà 
deux divisions principales; cqux qui ont pour objet des vols' ou 
autres attentats contre les propriétés; ceux qui se rapportent «aux 
attentats contre les personnes , et dont le nombre est environ le 
tiers de celui des premiers^ ou le quart du nombre total. des af- 
faires. Depuis 1835 jusqu'à idSo, le rapport du nombre des ac- 
quittements à celui des accusés -n'a été que 0,54 Ans la première 
'^ division, et dans la seconde, il s'est élevé* à o^Ss, c'est-à-dire que 



que le goaTernement vient de pablier , on trouve que pendant celte année, où la 
législation a étc la même que pour les «deux années précédentes , le rapport du 
' nombre des condamnés à celui des accusés, s'est élevé à 0,60; de sorte qu*il a 
seulement excédé d'un cçntiifme celui qui avait eu lieu en i833 et i633. Le gou- 
vernement de la 'Belgique , à l'instar de celui de notre pays, a aussi publié le 
• Compte général de l^adminisiraiion de la justice criminelle dans ce royaume. Le 
jury ayant été rétabli vers le milieu de i83i, et la majorité nécessaire pour la 
condamnation étant d'au moins sept voix contre cinq, le rapport du nombre des 
acquittements à celui des accusés a été 0,2^1 , 0,40, 0,89, pour les. années iSSa, 
i833, 18349 et, ce qui est remarquable, sa valeur moyenne o^4^> ^'^ différé que 
d'un centième de ce qu'elle était en France à la même majorité. Avant le rétablisse- 
ment du jury, les tribunaux criminels de la Belgique se composaient de cinq juges; 
et les cotidamnatious pouvaient être prononcées à la simple majorité de trois voix 
contre deux : le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés^ variait 
fî> ' ' aussi très peu d'une année à une autre ; mais il s'élèvtit seulement à environ 0,17, 
ou à moins de moitié de celui qui a lieu pour les jugements des jurys. Cette diffé- 
rence de plus du simple au double, entre les proportions des acquittements^ ne 
Uent pas seulement aux nombres cinq et douze, des juges et des jurés, ni aux ma- 
jorités minima^ trois contre deux et sept contre cinq ; elle suppose aussi, comme on 
le: verra dans cet oyvrage, que les juges exigeaient, pour les condamnations, une 
probabiUtë notablement moindre que les jurés^ quelle que soit, d'ailleurs, la 
chance d'erreur pour les uns et pour les autres. 
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le nombft des acquittements a niéttie surpaa^ de o,o4^*cetQi clés 
condamnations, ties Talenrs annuelles de chacan de ces dètgc nçpparts 
ont rartë seulement de 0,02, tout au plus, dé part jSt d'autre de ces 
finictkms 0,34 et 0,62. Défaut aussi remarquer que le nombré*des^ 
condamnations prononcées à la rilajoritë mminuude sepi voix contre 
cinq, n'a été que b,o5 du nombre des accusés de crimes eontre les pro- 
priétés , et qu'il s'est élevé à o, 1 1 , dans le cas des accusés de Cfmies 
contre les personnes; en sorte que non-seulement les condmUja* 
tioAs ont été proportionnellement plus nombreuses dans le- (Premier 
casifue dans le second, mais elles ont aussi eu lieu, en général, i de 
plus fortes niajorités. Ces différences peuvent tenir en partie k une 
moindre sévérité des jurés, quand il s'agit des attentats coAtre les 
personnes, que dans le cas des attentats contre les propriéCés, 
qu'ils jugent sans doute plus dangereux pour la société , parce que ces 
crimes sont les plus frécfuents. Mais une manière différente de ju- 
ger dans les deux cas, ne suffirait pas pour produire la grande 
inégalité dans la proportion deS acquittements que l'expérience a 
fait connaîtra; et le calcul montre qu'elle provient aussi d'une phis 
giunde présomption de la culpabilité , résultant de l'informatioi^ 
antérieure au jugement, à l'égard des accusés de vols que relati- 
vement aux autres accusa. 

Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d'autres raj^rts 
que les grands nombres ont rendus à peu près invariable^, mais dont je 
n'ai point eu à faire usage. Ainsi, par exemple, depuis i8a6, époque 
où l'on a commencé à indiquer le sexe des prévenus, jusqu'à i833, 
le rapport du nombre des femmes mises en jugement au nombre total 
des accusa , a été annuellement o, 1 8 à peu près : une seule £(ms il 
s'est élevé à prèsdeo,ao, et une seule fois il est descendu à o,i'6. Il est 
constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des 
attentats contre les personnes ; la proportion des acquittemei^tis est 
aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et 
s'élevait pour éttes à près de o,45 $ lorsque sa valeur n'était que 0,39 
pour les accusés des deux sexes. * '' 

Mais la constance de ces diverses proportions , qui j»'observe chaque 
année dans la France entière, n'a plus 4ieu lorsque l'on considère les 
cours d'assises isolément. La proportion des acquittements varie nota» 
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blement d'une année à une autre, pour un même département et sous 
une même législation; ce qui montre que dans le ressort d'une cour 
d'assises, le nombre annuel des procès criminels n'est point assez 
grand pour que les irrégularités des votes des jurés se balancent, et 
que le rapport du nombre des acquittenients à celui des accusés par- 
vienne a la permanence. Ce ra{^rt varie encore plus d'un départe- 
ment à un autre, et le nombre des procès dans chaque ressort de cour 
d'assises n'est pas non plus assez considérable pour qu'on puisse dé- 
cider, avec une probabilité suffisante, quelles sont les parties de la 
France où les jurys ont plus ou moins de tendance à la sévérité. U n'y 
a guère que le département de la Seine où les procès criminels sont 
assez nombreux pour que le rapport qui s'observe entre les nombres 
des acquittements et des accusés ne soit pas très variable , et puisse 
être comparé à celui qui a lieu dans la France entière. Le nombre des 
individus traduits chaque année devant la cour d'assises de Paris est 
d'environ 800, ou à peu près le neuvième du nombre correspondant 
pour tout le royaume. Depuis iSsS jusqu'à i83o, la proportion des 
acquittements a varié entre o,33 et 0,40, et sa valeur moyenne n'a été 
qse 0,55, tandis qu'elle s'élevait à o,3g, ou à 0,04 de plus, pour la 
France entière. Quant au rapport du nombre des condamnations pro- 
noncées à la majorité minima de sept voix contre cinq, au nombre 
des accasés, il a aussi été un peu moindre pour Paris, et s'est seule- 
ment élevé à o,o65 , au lieu de 0,07 qu'il était pour toute la France , 
iians distinction de l'espèce de crimes. 

Telles sont les données que l'expérience a fournies jusqu'à présent 
sur les jugements des cours d'assises. Maintenant, l'objet précis de la 
théorie est de calculer, pour des jurys composés d'un nombre déter- 
miné de personnes, jugeant à une majorité aussi déterminée, et pour 
1^ très grand nombre d'affaires , la proportion des acquittements et 
des con^lûpnations qui aura lieu très probablement, et la chance d'er- 
reur d'un jugement pris au hasard parmi ceux qui ont été ou qui se- 
;x>ntrendus par ces jurys. Déterminer la chance d'erreur d'un jugen^ent 
de condamnation ou d'acquittement prononcé dans un procès connu et 
isolé, serait impossible selon moi, à moins de fonder le calcul sur des 
suppositions tout- à^it précaires, qui conduiraient à des résultats très 
différents, et, à pçu près , à ce^x que l'on voudrait, suivant ces by- 
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pothèses que Ton aurait adoptées* Mais pour la garantie de la société , 
et celle que Ton doit aux accusés , ce n'est pas celte chance relative a 
un jugement particulier qu'il importe le plus de connaître; c'est celle 
qui se rapporte h l'ensemble des procès soumis aux cours d'assises dans 
une ou plusieurs années , et qui se conclut de l'observation et du cal«- 
cul. La probabilité de l'erreur d'un jugement quelconque de condam- 
nation , multipliée par la chance qu'il aura lieu , est la mesure véri- 
table du danger auquel la société expose les accusés non coupables; le 
produit delà chance d'erreur d'un acquittement, et de la probabilité 
qu'il sera prononcé , mesure de même le danger que court la société 
elle-même , et qu'elle doit également connaître , puisque c'est la gran- 
deur de ce danger qui peut seule justifier l'éventualité d'une injuste 
condamnation. Dans cette importante question d'humanité et d'ordre 
public, rien ne pourrait remplacer les formules analytiques qui ex* 
priment ces diverses probabilité. Sans leur secours, s'il s'agissait de 
changer le nombre des jurés, ou de comparer deux pays où il fût diffé- 
rent, comment saurait-on qu'un jury composé de douze personnes, et 
jugeant à la majorité de huit voix au moins contre quatre, offre plus 
ou moins de garantie aux accusés et à la société qu'un autre jury com- 
posé'de héuf personnes, par exemple , pris sur la même liste qu'au- 
paravant, et jugeant à telle ou telle majorité? Comment déciderait-on 
si la combinaison qui existait en France avant i85i , d'une majorité 
d'au moins sept voix contre cinq, avec l'intervention des juges dans 
le cas du minimum^ est plus avantageuse ou moins favorable que 
celle qui a lieu aujourd'hui, de la même majorité avec l'influence de 
la question des circonstances atténuantes? ce qu'au reste on ne peut 
pas savoir, quant à présent, faute des données de l'observation rela- 
tives à l'époque actuelle. 

Les formules dont on vient de définir l'objet, et que l'on trouvera 
dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothèse, des lois 
générales et connues du calcul des probabilités. Elles renferment deux 
quantités spéciales qui dépendent de l'état moral du pays, du mode de 
procédure criminelle en usage, et de l'habileté des magistrats chargés 
de la diriger. L'une exprime la probabilité qu'un juré pris au hasard 
sur la liste du ressort d'une cour d'assises, ne se trompera pas dans son 
rote; Tautre est la probabilité, avant l'ouverture des débats, que l'ac- 
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cusé soit coupable. Ce sont les deux ëlémeots essentiels de la question 
des jugements criminels; leurs valeurs numériques doivent être con- 
clues des données de lexpérience, de même que les constantes con- 
tenues dans les formules de l'astronomie, sont déduites de l'observa- 
tion ; et la solution entière du problème que l'on s'est proposé dans 
ces recherches exigeait le concours de la théorie et de Texpérience. 
Les données de l'observation dont j'ai fait usage, au nombre de deux, 
comme celui des éléments à déterminer^ sont le nombre de condam- 
nés à la majorité d'au moins sept voix contre cinq, et dans ce nom- 
bre celui des condamnés h cette majorité minimal divisés Tun et 
l'autre par le nombre total des accusés. Ces rapports étant très dif- 
férents pour les crimes contre les personnes et pour les attentats contre 
les propriétés, j'ai considéré ces deux cas séparément. Us ne sont pas 
non plus les mêmes dans tous les départements ; mais la nécessité de 
les déduire de très grands nombres, m'a forcé de réunir, pour chacun 
des deux genres de crimes, les jugements de toutes les cours d'assises 
du roj^aume ; les valeurs que j'en ai ensuite conclues pour les deux 
éléments dont il s'agit, ne sont donc qu'approchées, et supposent que 
ces éléments ne varient pas beaucoup d'un département à un autre. 
Mais la loi nouvelle en rétablissant la majorité d'au moins sept voix 
contre cinq, suffisante pour la condamnation, a prescrit aux jurj^s de 
faire connaître si elle a été prononcée à cette plus petite majorité; on 
connaîtra donc, par la suite, dans chaque département, des nombres 
de condamnations, soit a la majorité minima, soit à une majorité 
quelconque, assez considérables pour servir à la détermination de 
nos deux éléments; et l'on saura de cette manière, si la chance d'erreur 
des jurés varie notablement avec les localités. Déjà, pour le dépar- 
tement de la Seine isblément, le calcul montre que cette chance est un 
peu moindre que pour le reste de la France. 

Voici actuellement les principaux résultats numériques que l'on 
trouvera dans cet ouvrage , et dont il m'a paru utile de présenter ici 
un résumé. 

Avant i83i , et pour la France entière, la probabilité qu'un juré ne 

se tromperait pas dans son vote était un peu supérieure à ^, dans le 

i3 
cas des crimes contre les personnes , et à très peu près égale à — dans 

3.. '^ 
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le cas des crimes contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce de 

« 3 
crimes^ cette chance était très peu inférieure à 7 , toujours pour tout le 

royaume I et un peu supérieure h cette fraction pour le département 
de la Seine en particulier. En même temps, l'autre élément des ju- 
gements criminels, c'est-à-dire la probabilité avant le jugement , de 

la culpabilité de l'accusé , ne surpassait pas beaucoup ~ et se trouvait 
comprise entre 0,53 et 0,54? pour la France entière et dans le cas des 
crimescontreles personnes :ellesurpassaitun peu ^9 dans le cas des cri- 
mes contre les propriétés; sans distinction de l'espèce de crimes, elle 
était à peu près égale à 0,64 ^ 6t s'élevait à environ 0,68 dans le res- 
sort de la cour d'assises de Paris. En retranchant de l'unité ces diverses 
fractions, on aura les probabilités qui leur correspondent de l'er- 
reur d'un juré et de l'erreur de l'accusation. On peut remarquer que la 
probabilité antérieure au jugement, de la culpabilité de l'accusé, surpasse 
toujours le rapport du nombre des condamnations à celui des accusés ; 
ainsi, par exemple, dans le cas où cette probabilité était la plus petite et 

excédait - de trois ou quatre centièmes seulement ^ ce rapport, comme 

on l'a dit plus haut, était au-dessous de - d'environ deux centièmes. Ce 

résultat est général; et les formules de probabilités font voir qu'il a 
toujours lieu , quelles que soient l'habileté des magistrats , la chance 
de Terreur d'un juré, la majorité exigée pour la condamnation. Il 
faut aussi observer que cette probabilité antérieure au jugement, de la 
culpabilité des accusés, exprime seulement la probabilité qu'ils sont 
condamnables par les jurys, d'après leur manière jle juger, fc'est-à*dire 
d'après le degré inconnu de probabilité qu'ils exigent pour la con- 
damnation , et qu'elle est sans doute inférieure à la probabilité qu'un 
accusé soit réellement coupable , résultant de l'information prélimi- 
naire. Personne, en effet, n'hésiterait à parier beaucoup plus d'un 
contre un, par exemple, qu'un individu est coupable, quand il est 
traduit à la cour d'assises pour un crime contre les personnes , quoi- 
que la probabilité antérieure au jugement, que l'on a trouvée pour ce 
genre de crimes, surpasse fort peu la fraction {. 
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En 1 85 1^ là majorité suffisante pour la condamnation a seule été cban- 
gée, et les deux éléments que nous considérons ont dû rester les mêmes. 
Dans les années suivantes, la question des circonstances atténuantes a 
sans doute influé sur les valeurs de ces éléments ; mais connaissant seu- 
lentent, pour ]852 et i855, le rapport du nombre total des condam- 
nations à celui des accusés , cette donnée ne suffit pas à la détermi- 
nation de nos deux éléments , et nous ignorons si, à cette époque, 
la cbance qu'un juré ne se trompait pas, était devenue plus grande ou 
moindre qu'auparavant : nous ne pourrions le savoir qu'en faisant 
sur l'autre élément une hypothèse qui risquerait de s'écarter beau- 
coup de la vérité. Nous ignorons également si cette cbance de ne 
pas se tromper ne changera pas encore sous la législation actaeHe, 
à raison du vote secret (^) imposé aux jurés. Quand elle aura pu 
être déterminée, ainsi que la chance de la culpabilité résultant de 
l'information antérieure au jugement, au moyen d'un nombre suf- 
fisant d'observations futures, on connaîtra aussi, en répétant ces 
calculs à des époques plus ou moins éloignées, si ces deux éléments 
varient en France progressivement dans un sens ou dans un autre; 
ce qui fournira un important document sur Tétat moral de notre 
pays. 

Malgré une plus grande expérience des procès criminels que les 



(^) Les juré^ ne pouvant plus revenir sur leurs décisions, dès qu'elles auront été 
prises au scrutin secret, il y a un cas singulier qui pourra se présenter quelque- 
fois, et qu'il est bon de signaler. Deux individus que j'appellerai Pierre et Paul, 
sont accusés d'un vol ; à la question si Pierre est coupable de ee vol , quatre jurés 
répondent ^ui , trois autres oui y les cinq antres non s l'accusé est déclaré coupable 
à la majorité de sept voix contre cinq ; à la question , si Paul est coupable du 
même vol, les quatre premiers jurés répondent oiii> les trois autres qui avaient dit 
ouï contre Pierre disent non contre Paul, les cinq derniers répondent oui; Pierre 
est donc déclaré coupable à la majorité de neuf voix contre trois. Orf pose ensuite 
la question, si le vol a été commis ^ar jflusieurs , qui entraine, dans le cas de 
l'affirmative, une plus forte pénalité. Gonséquemment à leurs votes précédents, les 
quatre premiers jurés répondent oui, et les huit autres qui ont jugé, ou Pierre ou 
Paul innocent, répondent non. La décision du jury, sans qu'il y ait aucune contra- 
diction dans les votes des jurés, est donc que les deux accusés sont coupables du 
vol, et en même temps que ce vol n'a pas été commis ^v plusieurs. 
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juges ont sans doute, leur chance de ne pas se tromper dans leur vote 
parait cependant peu différente de celle des jurés. En effet, le cas où 
la majorité du jury , pour la condamnation, ne s'est formé qu'à sept 
voix contre cinq s'est présenté 191 1 fois dans la France entière, de- 
puis 18216 jusqu'à i83o; les cours d'assises, composées alors de cinq 
juges, et appelées, dans ce cas, à intervenir, se sont réunies 3 14 fois à la 
minorité du jury ; or, le calcul montre qu'elles auraient dû s'y joindre 
environ 282 fois, en supposant la probabilité de ne pas se tromper égale 
pour les juges et pour les jurés; et quoique ces deux nombres 5 14 et 282 
ne soient pas assez considérables pour qu'on puisse décider, avec une 
très grande probabilité, à quel point cette hypothèse s'écarte de la 
vérité, leur peu de différence est une raison de penser qu'il doit aussi 
en exister très peu entre les chances d'erreur des juges et des jurés ; 
en sorte que pour les jurés, cette chance ne pravient pas, comme on 
pourrait le croire , de leur défaut d'habitude. 

Toutes choses d'ailleurs"" égales , il est évident que la proportion des 
condamnations diminuerait à mesure que l'on exigerait du jury une 
plus grande majorité. S'il fallait, comme en Angleterre , l'unanimité 
des doute jurés , soit pour condamner, soit pour absoudre, et que 
l'on piit pour les valeurs des deux éléments de la justice criminelle , 
celles qui se rapportent à la France entière, sans distinction de l'espèce 
des crimes, la probabilité d'une condamnation différerait peu d'un 
cinquantième, et celle d'un acquittement serait à peu près moitié 
moindre; ce qui rendrait les décisions très difficiles, à moins qu'il 
n'y eût le plus souvent une sorte d'arrangement entre les jurés, et 
qu'une partie d'entre eux ne fit le sacrifice de son opinion. On voit 
même que sans cela, les acquittements unanimes seraient plus difficiles 
et plus rares que les condamnations, dans le rapport de deux à un. Ce 
ne serait que dans un nombre de 22 affaires prises au hasard , que 
l'on pourrait parier un contre un, qu'il y aurait un jugement de 
condamnation ou d'acquittement, prononcé à l'unanimité (^). 

Après le jugement, la probabilité que l'accusé soit coupable est 

(^) D*aprè8 des documents publiés en Angleterre, et qui paraissent dignes de 
foi, le nombre des individus traduits annuellement devant les jurys s'est continuel- 
lement accru dans ces derniers temps, et le rapport du nombre des condamnations à 
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beaucoup plus grande ou beaucoup moindre qu'auparavant, selon 
que J'accuse a été condamné ou acquitté ; les formules de' cet ouvrage 
en donnent la valeur, dès que les deux éléments qu'elles renferment 
on^ été déterminés par l'observation , et d'après la majorité à laquelle 
le jugement a été prononcé. Si la majorité nécessaire pour la con- 



celui des accusés, a aussi augmenté d'une manière progressive (i). Voici des résultats 
extraits de ces docnmentSy et que l'on pourra comparer à ce qui a lieu dans notre 
pays. Les nombres suivanls se rapportent seulement à l'Angleterre et au pays de 
Galles. Ils répondent à Uois périodes de cUacune sept années, finissant en i8i8| 
1825/1832. 



NOMBBE 

desaocuêés. 



NOMBRE 

des condamnés. 






i'* période^ 
3« 



C4538 

93718 

137910 



4io54 
63^18 



RAPPORT 

do second 
nombre au i*'. 



o,636. . . 
0,677. .- 
o,7o5.. . 



C0?ID AUNES 

à mort. 


EXÉCl'TÉS. 


58o2 


633 


777« 


5:9 


9:^9 


414 



CONDAMNÉS 

à un 

emprisonnement 

de deux ans 

ou auidessous. 



27168 
43713 
68757 



Pendant la période de sept années qui a fini eu 181 7, le nombre des accusés ne 
s'était pas élevé tout-à-fait à 35ooo» et la proportion des condamnations avait été 
un peu au-dessous de 0,60. Dans la seule année i832, la dernière de ces périodes^ 
le nombre des accusés est parvenu à 20829, dont i49479 ou à peu près les trois 
quarls, ont été condamnés. J'ignore si ce nombre a augmenté ou diminué dans les 
années suivantes. La proportion des peines les plus faibles est peu différente en An- 
gljBterre et en France. On voit par le tableau ci -dessus qu'en Angleterre, le 
nombre des peines d'emprisonnement est à peu près les deiu tiers du nombre 
total des condamnations; pendant les années i832 et i833, le premier nombre a 
surpassé en France la moitié du second. Ce tableau montre, en outre, que dans la der- 
nière période septénaire, où il a été le plus petit, le nombre des sentences de mort 
exécutées, s'est élevé, terme moyen, à 60 chaque année;. maintenant, il est moitié 
moindre en- France, et ne dépasse pas 3ô annuellement. 



(*) Tables qfthe revenue, population, etc., of the united kingdom; compiledjrom officiai retums; 
«ir G. B. Porter. Part II. 
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damnation est celle d*au moins hait voix conti^ quatre, la probabilité 
qu'un condamné est coupable surpasse un peu la fraction o^gS, dans 
le cas des crimes contre les personnes ^ et la fraction 0,998, dans le 
cas des crimes contre les propriétés; ce qui réduit à un peu moinrv de 
deux centièmes et de deux millièmes , les chances d'erreur d'une con- 
damnation prononcée dans l'un et l'autre cas. En ayant égard à la 
probabilité de n'être point acquitté , il s'ensuit que la chance d'une 
condamnation erronée est à peu près un cent cinquantième. pour un 
^cusé de crime contre les personnes , et seulement quatre millièmes 
pour un accusé de crime contre les propriétés. On trouve, en même 
temps, & très peu près 0,72 et 0,82 pour les probabilités de l'inno* 
cence d'un accusé dans ces deux cas, lorsqu'il a été acquitté; et en 
tenant compte de la probabilité de n'être pas condamné, on trouve 
aussi, pour la chance qu'un accusé coupable sera acquitté, à peu 
près 0,18 dans le premier cas, et 0,07 dans le second; en sorte qve 
sur un très grand nombre d'individus acquittés, il y en a plus d'uii 
sixième,' d'une part, et environ un quatorzième de l'autre part qui 
auraient dû être condamnés. 

Dans les sept années écoulées depuis 1825 jusqu'à i85i , le nombre 
des condamnés à cette majorité d'au moins huit voix contre quatre 
dans la France entière , a été de près de 6000 pour des crimes contrd 
les personnes, et d'environ 22,000 pour des crimes contre les pro-* 
priétés; d'après les chances d'il ne condamnation erronée, que l'on 
vient de citer, il y a donc lieu de croire qu'environ 40 et 33 de ces 
individus n'étaient pas coupables ; ce qui ferait 1 8 annuellement. En 
même temps, Iç nombre des individus acquittés et coupables a di\ 
être vingt fois aussi grand, ou égal à environ 36o chaque année, sur 
le nombre total des accusés qui n'ont p^ été condamnés. Mais on ne 
doit pas perdre de vue le sens que nous attachons k ce mot coupable, 
qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre 18 
n'est qu'une limite supérieure de celui des condamnés réellement in- 
nocents, tandis que 36o est, au contraire, une limite inférieure du 
Xiombre desindividus acquittés quoiqu'ils ne fussent point innocents. Ces 
résultats du calcul, loin de nuire au respect que l'on doit à la chose jugée, 
et de diminuer la conBance dans les décisions des jurys, sont pro- 
pres, au contraire, à empêcher toute espèce d'exagération de l'erreur 
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à craindre dans les condamnations. A la vérité , ils ne sont pas de 
nature à pouvoir se vérifier par Fexpérience; mais ces résultats 
ont cela de commun avec beaucoup d'autres applications des ma- 
thématiques, qui ne sont pas non plus susceptibles de vérification, 
et dont la certitude repose uniquement, comme ici, sur la rigueur 
des démonstrations, et sur l'exactitude dés données de Tobser- 
vation. 

Dans les années qui ont précédé i83i,^ et pour la France entière, la 
probabilité de Terreur d'une condamnation prononcée à la majorité 
minima de sept voix contre cinq était à très peu près o,i6ouo,o4i 
selon qu'il s'agissait d'un crime contre les personnes bu d'un crime 
contre les propriétés; sans distinction de l'espèce de crime ^ elle avait 
pour valeur o,o6. D'après la formule de Laplace^ cette chance 
d'erreur serait la même dans tous les cas, et à peu près quintuple 
de 0,06. Mais il faut , en outre , observer que l'intervention de la cour 
étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette 
chance d'erreur 0,06 se trouvait réduite à un peu moins d'un cen- 
tième, si les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte que 
sur 1697 condamnations qui ont eu lieu de cette manière, dans les 
cmq années écoulées depuis i8a6 jusqu'à i83o, on peut croire qu'en- 
viron i5 ou 16 étaient erronées, en ce sens que les accusés n'étaient 
pas condamnables, mais non pas qu'ils fussent innocents* . 

Le caractère distinctif de cette nouvelle théorie de la probabilité 
des jugements criminels étant donc de déterminer d'abord , d'après 
les données de l'observation dans un très grand nombre d'afiàires de 
même nature, la chance d'erreur du vote des juges, et celle de la 
culpabilité des accusa avant l'ouverture des débats, elle doit con- 
venir à toutes les espèces nombreuses de jugements : à ceux de la 
police correctionnelle, de la justice militaire, de la justice en matière 
civile, pou^u que l'on ait, dans chaque espèce , les données suffi*- 
santes pour la détermination de ces deux éléments^ Elle^doit aussi 
s'appliquer aux jugements qui ont été rendus en très gi*and nombre 
par des tribunaux extraordinaires, pendant les temps malheureux de 
la révolution ; mais , à cet égard , il est nécessaire d'entrer dans quel- 
ques explications , afi^<[u'il ne reste aucun doute sur la généralité al 
l'exactitude de la théorie. La difficulté que ce cas d'exception présente 
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n'a point échappa à des personnes ^lui voulaient bien écouler avec in- 
térêt les résultats de mon travail. 

Un accusé peut être condamné, ou parce qu'il est coupable, et que 
les juges ne se (rompent pas, on parce qu'il est innocent, et que les 
juges 30 trompent. Le rapport du nombre des condamnations à celui 
des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que 
l'accusé soit coupable, et celle que chaque juge ne se trompe pas dans 
son vote, se changent l'une et l'autre dans leurs compléments à l'unité. 
II demeure le même, par exemple, quand ces deux probabilités sont f 
et ^, et quand elles ne sont que ^ et ^. U a aussi une même valeur, 
lorsqu'elles diiifêreut toutes deux très peu de la cerlilnde, ou de l'u- 
nité, et lorsqu'elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas 
exlrèmes, le nombre des condamnations s'écarte très peu du nombre 
des accusations. Par celte raison, les équations qu'il faut réiiOudre pour 
déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux racines 
réelles et inverses l'une de l'autre. Toutefois, chacune de ces deux so- 
lutions a un caractère qui la dislingue : en adoptant l'une, la probabi- 
lité qu'un condamné est coupable, sera plus grande que celle de son 
innocence ; le contraire aura lieu en adoptant l'autre. Dans les cas ordi- 
naires, c'est donc la première sohitîon qu'on doit choisir; car il ne se- 
rait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fussent généralement 
injustes, ou qu'ils jugeassent le plus souvent au leboors du bon sens. 
Mais il n'en est plus de même quand les jugements sont prononcés sous 
l'influence des passions; ce n'est plus la racine raisonnable des équa- 
tions, c'est l'autre solution qu'il faut employer, et qui donne aux con- 
damnations une si grande probabilité d'injustice. La grande propor- 
tion des jugements de condamnation, prononces par les tribunaux 
révolutionnaires, n'est donc pas une preuve sullîsante de la culpabilité 
légale des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette 
proportion, celle des condamnés qui étaient coupables ou non coupables, 
selon les lois de cette époque, que ces tribunaux étaient chargés d'ap- 
pliquer. H faut toujours faire attention que, dans cette théorie, 
l'iniquité du juge et la passion de l'accusateur sont considérées comme 
des chances d'erreurs, aussi bien qu'une trop grande pitié ou un excès 
d'indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels 
que soient les motifs qui les ont dictés. ■•- -■ -- - ■ 
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Daas les tribunaux de police correctionnelle, le rapport du iMMnbre 
des condamnés k celui des accuses a été compris entre 0,86 et o,85, 
d'après la moyenne de neuf années consécutives et pour la France en- 
tière; mais cette donnée ne suflit pas pour délei-mincr la probabilité, 
avant le jugemeni, de la culpabilité de l'accusé, et la probabilité 
qu'un juge de ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En sup- 
posant les jugements prononcés par trois juges, ce qui parait avoir 
lieu généralement, il faudrait aussi savoir suivant quelle proportion 
les condamnations ont eu lieu à l'unanimité, ou à la simple majorité 
de deux voix contre une; proportion qui ne nous est pas donnée par 
l'observation, et à laquelle on ne pourrait suppléer que par quelque 
bjpothèse gratuite. 

On manque aussi des deux données nécessaires pour déterminer, 
dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales des deux élé- 
ments contenus dans les formules de probabilités. Les conseils de 
guerre se composent de sept juges; les condamnations ne peuvent être 
prononcées qu'à la majorité d'au moins cinq voix contre deux; on 
évalue leur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; mais on 
ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit à l'unanimité, soit à 
une simple majorité; et faute de cette donnée de l'observation, on ne 
pent pas comparer, avec précision, la justice militaire à celle des 
cours d'assises, sous le rapport de la cliance d'erreur des jugements de 
condamnation et d'acquittement; ce qu'il serait cependant très inté- 
i-essant de pouvoir faire. 

Lorsqu'il s'agit de jugements en matière civile, les formules de 
probabilités, au lieu de deux quantités spéciales, n'en contiennent plus 
qu'une, celle qui exprime la chance qu'un juge ne se trompera pas 
dans son vote. Les jugements des tribunaux de première instance sont 
rendus par trois juges, en général, selon le renseignement qui m'a 
été donné; mais on ne connaît pas le rapport du nombre de cas où ils 
prononcent à l'unanimité, au nombre de cas où ils ne décident qu'à la 
simple majorité de deux voix contre une; ce qui rend impossible de 
déterminer directement la chance d'erreur de leurs votes. Pour les ju- 
gements dont il est fait appel devant les cours royales, on peut cal- 
culer cette chance, en comparant le nombre de ceux qui sont confir- 
més au nombre de ceux qui ne le sont pas, et supposant que cette 
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chance d'erreur soit la même pour les juges des deux tribunaux suc- 
cessifs. Quoique cette hypothèse s'écarte peut-être beaucoup de la vé- 
rité , je Tai admise cependant^ afin de pouvoir donner un exemple du 
calcul de Terreur à craindre dans les jugements civils. La vérité ou le 
bon droit résulterait de la décision^ nécessairement unanime, de juges 
qui n'auraient aucune chance de se tromper; dans chaque affaire ce bon 
droit absolu est une chose inconnue : néanmoins, on entend par des 
votes et des jugements erronés, ceux qui lui sont contraires; et la 
question consiste à déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les 
proportions suivant lesquelles ils auraient lieu ,. à très peu près et très 
probablement, dans des nombres de cas suffisamment grands. 

On trouve dans le Compte général de V administration de la justice 
civile p publié par lé gouvernement,, le nonibre des jugements de pre- 
mière instance qui ont été confirmés par les cours royales, et celui des 
jugements qu'elles oqt eass&, pendant les trois derniers mois de i83i, 
et les années i83a et i833. Le rapport du premier de ces deux nont- 
bres à leur somme, est a très peu près égal à 0,68, pour la France en- 
tière; il n'a pas varié d'une année à une autre d'un 70"^ de sa valeur; 
en sorte que malgré la diversité des affaires qui ont dû se présenter, 
et, sans doute aussi, l'inégale instruction des magistrats de tout le 
royaume, il a suffi cependant d'environ 8000 arrêts prononce annuel- 
lement, pour que le rapport dont il s'agit atteignit presque une valeur 
constante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la 
loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale 
de Paris, ce rapport a été sensiblement plus grand et s'est élevé à envi- 
ron 0,76. 

En employant la valeur relative à la France entière, et prenant le 
nombre sept pour <:elui des conseillers de chaque cour royale, qui 
prononcent les arrêts d'appel en matière civile, on trouve un peu plus 
de 0,68, pour la probabilité qu'un de ces conseillers, ou l'un des juges 
de première instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se troin- 
pera ou ne s'est pas trompé, en opinant dans une affaire, prise aussi au 
•hasard, parmi celles qui sont soumises annuellement aux -deux degrés 
de juridictions. Il est possible, d'ailleurs, que cette probabilité soit dif- 
férente dans les affaires jugées en première instance et dont les parties 
n'ont point appelé. D'après cette fraction 0,68, on trouve, en négli- 
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géant les millièmes, 0,76, pour la probabilité de la bonlé d'un juge- 
ment de première instance ; 0,93, pour celle de la bonté d'uu arrêt de 
cour d'appel, quand il est conforme au jugement de première instance; 
0,64, pour cette probabilité, lorsque l'arrêt est contraire au juge- 
ment; enfin, 0,75, pour la probabilité qu'un arrêt de cour royale, dont 
on ignore s'il est conforme ou contraire au jugement de première ins- 
tance, sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les 
mêmes données que la première. Les probabilités qu'un tribunal de 
première instance et une première cour d'appel , jugeront tous les deux 
bien, le tribunal mal et la cour bien, celles-ci mal et le tribunal bien, 
tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les 
fractions 0,6^9; o,în5j o,i i3; o,o35, dont la somme est l'unité. 

Les miestious relatives à la probabilité des jugements, dont on vient 
d'exposer les principes et de faire connaître les résultats, se trouveront 
dans le cinquième et dernier chapitre de cet ouvrage. Les quatre pre- 
miers renferment les règles et les formules générales du calcul des pro- 
babilités; ce qui dispensera de les aller chercher ailleurs, et a permis 
de traiter quelques autres questions étrangères à VobJe^dÊcial de ces re- 
cherches, mais que l'application du calcul des probab^Pes était propre 
à éclairer. On y trouvera aussi la solution d'un problème, qui montre 
tumroent la majorité d'une assemblée élective peut changer après une 
nouvelle élection, du tout au tout, Wa dans un bien plus grand rappoi-t 
que celle des électeurs, distribués en collèges électoraux, et qui élisent 
à la simple majorité dans chaque collège. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Règles générales des probabilités. 

(i). La pmbabiliié û'jm évémemeiit est la raîion que noas avons de 
croire qiiHl aura ou qu'il a eu lieu. 

Quoiqu'il s'agisse , dans un càs^, d'un fiiit accompli ^ et d«|s 1 au- 
tre , d'une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la 
mème^ lonque tout est d^ailleurs égal dans cea^ljsuz cas, en eux-mdmes 
si différents. Une bouk va être tirée d'une urne^ntenant des nombres 
de boules blanches et de boules noires qui me sont connus, on bien, 
elle a été tiréé^j^cette time et Ton m'« caché sa couleur; j'ai évidem- 
ment la méml^iison de croire que cette boule est blanche dans le 
premier cas^ ou qu'elle sera blanche dans le second. 

La probabilité dépendant des Qtt|inaissances que nous avons snr un 
événement^ elle peut être inégal^MMr un même événement et pour 
diverses personnes. Ainsi, dans l'exemple qu'on vient de citer, si une 
personne sait seulement que l'urne renfiBrme des boules blanches et des 
boules noires , et si une autre personne sait, en outre^ que les blanches 
y sont en plus grande proportion que les noires, celte seconde per- 
sonne aura plus de raison que la première, de croire à l'arrivée d'uqe 
boule blanche , ou^ autrement dit, l'arrivée d'une boule blanche aura 
une plus grande probabilité pour la seconde personne que peur la pre- 
mière. 

De là viennent les jugements quelquefois contraires que portent deux 
personnes sur un même événement, lorsqu'elles ont des connaissances 
différentes en ce qui le concerne. Si A et B désignent ces deux personnes, 
et que A sache tout ce qui est connu de B^ et quelque chose de plus, A 
portera le jugement le plus éclairé, e t c'est son opinion qu'il sera raisonna - 
ble d'adopter, quand on devra choisir entre les jugements contraires de 
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A et de B,qaoi((ue cette opinion puisse être fondée sur une probahîlilé 
moindre que celle qui a motivé l'opinion de B, c'esl-à-dîre, quoique 
A ait moins de raison de croire à sa propre opinion, que B à la sienne. 

Dans le langage oi-dinaire , les mots chance et probabilité sont à peu 
près synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment 
l'un et l'autre; mais lorsqu'il sera nécessaire de mettre une différence 
entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot cbauce 
aux événements en eux-mêmes et indépendamment de la connaissance 
que nous en avons, et l'on conservera au mot probabilité sa définition 
précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chaoce 
plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera re- 
lative à nos connaissances, en ce qui le concerne. 

Par exemple, au jeu de cwix et pile , la chance de l'arrivée de croix 
et celle de l'arrivée de pile , résultent de la constitution de la pièce 
que l'on projette; on peut regarder comme physiquement impossible 
que l'une de ces chances soit égale à l'autre; cependant, si la constitu- 
tion du projectile nous est inconnue, et si nous ne l'avons pas déjà 
soumis à des épreuves, ta probabilité de Tarrivée de croix est, pour 
nous, absolument la même que celle de l'arrivée de plie : nous n'a- 
vons, en effet, aucune raison de croire plutôt à l'un qu'à l'autre de ces 
deux événements. Il n'eu est plus de même, quand la pièce a été pro- 
jetée plusieurs fois : la chance propre a chaque face ne change pas 
pendant tes épreuves; mais, pour quelqu'un qui eu connaît le résultat, 
la probabilité de l'arrivée future de croix ou de pile, varie avec les 
nombres de fois que ces deux faces se sont déjà présente'es. 

(2). La mesure de la probabilité d'un événement, est le rapport du 
nombre de cas favorables à cet événement, au nombre total de cas favo- 
rables ou contraires, et tous également possibles, ou qui ont tous une 
même chance. 

Cette proposition signifie que quand ce rapport est égal pour deux 
événements, nous avons la même raison de croire i l'arrivée de l'un 
et à celle de l'autre, et que quand il est différent, nous avons plus de 
raison de croire à l'arrivée de l'événement pour lequel il est le plus 
grand. 

Supposons, par exemple, qu'une urne A renferme quatre boules 
blanches et six boules noires, et qu'une autre urne B contienne dix 
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boules blanches et qainze boules noires; les nombres de cas favorables 
à larrivée d'une boule blanche et celui de tous les cas possibles, seront 
quatre et dix pour la première urne^ dix et vingt-cinq pour la se- 
conde ; et le rapport du premier nombre au second étant g, c'est-à- 
dire , égal pour les deux urnes, il s'agit d'abord de prouver qu'il y a la 
même probabilité d'extraire une boule blanche de Tune ou de l'autre ; 
en sorte que si nous avions un intérêt quelconque à l'arrivée d'une 
boule blanche, nous n'aurions absolument aucune raison de mettre la 
main plutôt dans l'urne A que dans l'urne B. 

En effets on peut concevoir les vingt-cinq boules que contient 
l'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux 
boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d'une manière 
quelconque dans l'intérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre 
eux, on peut aussi donner le n* i aux boules de l'un des groupes, le 
n* 2 à celles d'un autre groupe, etc. 

Pour extraire nne boule blanche ou noire, de B, la main devra se por- 
ter ^u hasard sur l'un de ces cinq groupes; mais puisqu'ils sont tous 
semblables, quant aux nombres de boules des deux couleurs qu'ils 
renferment, il s'ensuit qu'au lieu de choisir au hasard le groupe sur le- 
quel la main se portera, on peut le choisir à volonté, et supposer, pour 
fixer les idées, que ce soit le groupe des boules u? i, sans rien changer 
a la chance d'extraire une boule blanche de l'urne B; or, cela revient 
évidemment à extraire d'abord de B toutes les boules n"* i , et à les 
mettre dans une autre urne C , d'où l'on tirera ensuite une boule au 
hasard ; la probabilité d'amener une boule blanche est donc indépen- 
dante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et la même 
que s'il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules 
contenues dans l'urne A, en deux groupes de deux blanches et trois 
noires, on verra aussi que la probabilité d'en extraire une boule blan- 
che est la même que si cette urne ne renfermait qu'un seul de ces deux 
groupes. Donc la probabilité d'extraire une boule blanche soit de A, 
soit de B, est la même que pour une troisième urne C^ qui contien- 
drait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la même 
pour A et pour B; ce qu'il s'agissait d'abord de prouver. 

Maintenant , je suppose qu'une urne A contienne quatre boules blan«- 
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blanches et trois noires, et qu'une urne B renferme trois boules blan- 
ches et deux noires; de sorte que le rapport du nombre de cas fevo- 
l'abl^ à rarrivëe d'une boule blanche , au nombre tQjHd des cas égale* 

ment possibles, soit- pour A et^our B. La seconde fraction excédant 

la première de ^, il y aura plus de raison de croire qu'une boule 
blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux frac- 
tions au même dénominateur^ elles deviennent n ^t^?; or, d'a- 
près ce qu'on vient de prouver, la probabilité de l'arrivée d'une boule 
blanche sera la même pour A et pour une urne C qui contiendrait 
55 boules, dont ao blanches et i5 noires; elle sera aussi la même 
pour B, et pour une urne D qui renfermerait 55 boules^ dont ai blan- 
ches et l4 noires; mais ces urnes C et D contenant l'une et l'autre un 
même nombre de boules , et D renfermant plus de boules blanches 
que C, il y a évidemment plus de raison de croire que l'on extraira 
une boule blanche de D que de C ; donc aussi , l'arrivée d'une boule 
blanche est plus probable pour B que pour A; ce qui achève de dé- 
montrer la proposition énoncée au commencement de ce numéro. 

De cette mesure de la probabilité, il sembla résulter que cette frac- 
tion doit toujours être une quantité commensurable; mais si le nombre 
de tous les cas possibles et celui des cas favorables à un événement , 
sont infinis, la probabilité ou le rapport du second nombre au pre- 
mier, pourra être une quantité incommensurable. Supposons, par 
exemple que s soit l'étendue d'une surface plane, et a celle d'une por- 
tion déterminée de ce plan; si l'on projette une pièce circulaire, dont 
le centre puisse également retomber sur tous les points de ^ , il est évi- 
dent que la probabilité qu'il retombera sur un point de a, sera le rap^ 
port de 0* à ^, dont les grandeurs peuvent être incommensurables. 

(5). Dans les deux parties de la démonstration précédente, on a pris 
pour exemple des nombres déterminés de boules; mais il est aisé de 
voir que le raisonnement est général et indépendant de ces nombres 
particuliers. On a aussi supposé que l'événement dont on considérait 
la probabilité, était l'extraction d'une boule blanche, tirée d'une urne 
qui contient des boules blanches et des boules noires, de panièrei que 
le nombre de boules blanches représente celui des cas favorables à 
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rë¥éneiiieot , et le nombre de boules noires , celui des cas contraires. 
Pour rendre les raisonnements plus faciles à saisir, on peut, en effet, 
substituer toujot^s une pareille hypothèse à chaque question d'é^ren- 
tualité relative à des choses de toute autre nature. Si donc» £ est un 
événement d^une espèce quelconque; ({lie l'on représente par a le nombre 
de cas 'fiavorables k son arrivée, par b celui des cas contraires, et 
par p la probabilité de £, la mesure ou la valeur numérique de cette 
dernière quantité, sera^ d'après ce qu'on vient de démontrer , 

En même temps , si F est l'événement contraire à E , de sorte que , de 
ces deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme 
l^extraction d'une boule blanche on celle d'une boule noire , dans les 
exemples précédents ; et si Ton désigne par q la probabilité de F, on 
aura aussi 

b 

m 

puisque les cas contraires à E, dont le nombre est 6, sont les cas favo- 
rables à F. Il en résulte 

c'est-à-dire, que la somme des probabilités de deux événements con- 
traires, tels qu'on vient de les définir, est toujours égale à l'unité. 

Lorsque nous n'avons pas plus de raison de croire à l'arrivée de E 
qu'à celle de F, leurs probabilités sont égales, et l'on a conséquem- 
ment /7s=9 :=s ^. C'est ce qui a lieu dans le cas d'une pièce que l'on 
projette pour la première fois, et dont la constitution physique nous est 
inconnue; E étant alors l'arrivée de l'une des deux 6Eices, et F celle de 
la face opposée. Au lieu d'un événement qui doit arriver ou ne pas 
arriver, E peut être une chose quelconque dont il s'agit de savoir si 
eHe est vraie ou Êiusse : a est alors le nombre de cas où nous la 
croyons vraie^ et h le nombre de cas où nous la jugeons fausse; p ex- 
prime la probabilité de la vérité de E, et 9 celle de sa fausseté. 

En évaluant dans chaque exemple, soit d'éventualité, soit de doute 
et de critiqu^, les nombres de cas favorables ou contraires à E et F, si 
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l'on a la certitude tjae ces nombres soient efiecthrement €i et 6 , les 
fractions p etq seront les chances de E et F ; si cette évaluation résulte 
seulement des connaissances que nous avons sur 6es deux choses, p et q 
ne sont que leurs probabilités, et pourront différer, comme nous Vb* 
vons expliqué , de leurs chaiioes inconnues : il faudra toujours que 
tous ces cas favorables ou contraires, soient également possibles , sort 
en eux-^èmes, soit d'après ce que nous en savons. 

(4). La certitude est considérée, dans la théorie des chances, comme 
un cas particulier de la probabilité : c'est le cas où un événement n'a 
au cune chance contraire ; elle est représentée dans le calcul par l'unité, 
tandis qu'une probabilité quelconque est exprimée par une firaction 
moindre que un, la parfaite perplexité de notre esprit entre deuk 
choses contraires, par ^, et V impossibilité par zéro. Cette notion de la 
certitude nous snffit; nous n'avons pas besoin de la définir en ellé- 
méme, et d'une nmnîère absohie; ce qui serait d'ailleurs impossible; 
car la certitude absolue est au nombre de ces choses que l'on ne définit 
pas , et dont on peut seulement donner des exemples. Parmi les choses 
que l'on appelle certaines jj\ y eti a en très petit nombre, qui le sont 
rigoureusement, telles que notre propre existence; quelques axiomes j"* 
non-seulement certaids, mais évidents ; des propositions, comme fes 
théorèmes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérité, 
ou dont on prouve que le contraire est impossible. Les choses non 
contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par 
de nombreux témoignages, et celles qui sont confirmées par une expë^ 
rience journalière, n^ont cependant qu'une très forte probabilité, aSlses 
grande pour qu'on n'ait pas besoin de la distinguer de la certitude 
complète , soit dans les usages de la vie, soit même dans les sciences 
physiques et dans les sciences historiques. 

Le calcul des probabilités a pour ckijfeï de déterminer dans chaque 
question d'éventualité ou de doute, le rapport du^nombre des cas fa- 
vorables à l'arrivée d'un événement, ou à la vérité d'une chose, aii 
nombre de tous les cas possibles; dé sorte que nous puissions connaî- 
tre, d'une manière précise, d'après la grandeur de cette fraction phis 
ou moins approchante de l'unité, la raison q^e nous avons de croire 
que cette chose soit vriûe, ou que cet événement a eu ou aura Um, 

et <fue nous puissions aussi,, sans aucune illosion, oompater cette raîgo» 

5 ■ 
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de croire , dans deux questions de natjure toute différente. U est Jfondé 
sur un petit nombre de règles que ûous allons exposer , et qui se démon-^ 
treni en toute rigueur, comme on vient d'en voir un exemple ^ relaf- 
tirement à la proposi^tion du n* 2. Ses principes doivent être regardés 
comme un supplément nécessaire de la logique, puisqu'il y a un si 
gr^ind nombre de questions où l'art de raisonner ne saurait nous con- 
duire k une entière certitude. Aucune autre partie des mathématiques 
nfest susceptible d'applications plus nombreuses et plus immédiate- 
ment utiles. On verra , dans le second chapitre de cet ouvrage » 
qu'elles s'étendent a des questions abstraites et controversées de la 
philosophie générale , dont elles donnent une solution claire et in- 
contestable. 

(5). Si p et p' sont les probabilités de deux événements E et E', in- 
dépendants l'un de l'autre, la probabilité de leur concours ou d'un 
événement composé de ces deux-là, aura pour valeur le produit pp'. 

En effet, je suppose que l'événement E soit l'extraction d'une boule 
blanche, d'une urne A qui contient un nombre c de boules, savoir» 
a boules, blanches et c — • a boules noires, et que E' soit l'extraction 
^une bpule blanche , d'une autre urne A' contenant (/ boules , dont a! 
blanches et c'— ^ af noires. D'après ce qui précède , on aura 
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pour les probabilités de E et E'. L'événement composé sera l'arrivée 
de deux boules blanches, l'une extraite de A, l'autre de A^ Or, si l'on 
tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les 
boules de A pourront arriver avec toutes celles de A'; ce qui donnera 
un nombre ce' de cas également possibles. Dans ce nombre total , les 
cas favorables à l'événement composé résulteront des combinaisons 
de toutes les boules blanches de A avec toutes les boules blanches 
de A'; le nombre de ces cas favorables sera donc le produit aal. Par 
conséquent, la probabilité de l'événement composé aura pour valeur 
(n^ 3) le rapport de cia! à cc\ ou , ce qui est la même chose , le pro- 
duit des deux fractions p e\ p\ , . 

On verra de même que si/i, p\ p', etc., sont les probabilité d'un 
nombre quelconque d'événements E, E', E'', etc., indépendants les uns 
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des autres, la probabilité deleur concours, ou d*ua événement composé 
de tous. ceux-là, sera le produit///^" etc. Cette proposition générale 
peut aussi se déduire du cas particulier d'un événement composé de 
deux autres ; car, si le produit de p et p\ ou pp\ est la pr^abilité du 
concours de E et E', celle du concours de cet événement composé et 
de E' sera de même le produit de pp^ et de /i'^ ou pp^p^\ celle du 
concours de ce second événement composé et de E^'' sera le produit 
àe pp'p^' et de p'"f ou pp'p^'p^'^ et ainsi de suite. 

Toutes les fractions /), p% p^\ etc., étant moindres que l'unité, du 
moins quand aucun des événements E, £', E'', etc., n'est certain, il 
s ensuit que la probabilité âe l'événement composé est aussi moindre 
que celle de chacun des événements dont il dépend. Elle s'affaiblit de 
plus en plus à mesure que leur ncmibre augmente; généralement, elle 
tend vers zéro, et serait tbut-à*£ait nulle ou infiniment petite, si ce 
nombre devenait infini : il n'y a d'exception que quand la série in- 
finie des probabilités/^, p\ p^'f etc., se compose de termes qui appro- 
chent indéfiniment di&;>'Funité ou de la certitude; leur produit, dans 
ce cas, a pour valeur une quantité de grandeur finie, moindre que 
l'unité. Si, par exemple, on désigne par a une quantité positive, 
plus petite que l'unité , ou tout au [dus égale à un , et que l'on prenne 
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;,'=,-••, pf'^i-î!, p-«i_ï:,etc.. 



pour les valeurs de p, p\ p', etc.; leur produit, ou la probabilité de 
l'événement composé, sera égal, d'après une formule connue, à 

-sinaTT, en désignant, à l'ordinaire, par n le rapport de la circonfé- 

rcnce au diamètre. 

(6). Voici un problème relatif à la probabilité d'un événement com- 
posé, dont nous donnerons la solution pour exemple de la règle pré- 
cédente. * '" 

Je suppose que l'on ait à retrancher l'un de l'aoti^ deux nombres 
pris au hasard ; on demanda la probabilité que la soustraction totale 
s'effectuera sans qu'on ait besoin d'augmenter le chiffre supérieur dans • 
aucune des soustractions partielles. ) 

Les chiffres ijupérieur $1 inférieur qui se correspondent pouvant 



{ 



38 RECHERCIfES. 

avoir chacun dix valeurs différentes, depuis siéro jusqu'à 9, il s*ensuit 
qu'il y aura cent cas distincts et également possibles dans chaque sous- 
traction partielle. Pour qu'elle se fesse sans augmentation du chiffre 
supérietrr , il fiiudra que celui-ci surpasse le chiffre inférieur, ou quil 
lui soit égal. Or, ceïa aura lieu dans 55 des too cas possibles, savoir^ 
dans un seul cas quand le chiffre supérieur sera iiéro, dans deux cas 
quand il sera l'unité, .... dans dix cas lorsqu'il sera le chiffre 9; ce 
qui forme une progression arithmétique de 10 termes ^ dont la somme 
est -^ iol(i + 10), ou 55. La probabilité relative à chaque soustraction 
partielle sera donc le rapport de 55 à 100;. par conséquent, la prdSia- 
bilité que'l^ soustractions partielles s'effectueront toutes à fat-foi^ sans 
augmenter le chiffre supérieur, aura (o,55)' pour valeur, en dédgnant 
par î leur nombre , ou celui des chiffres supérieurs ou inférieurs. 

S'il s'agit, par exemple, de retrancher l'une de l'autre les parties 
décimales des logarithmes pris dans les tables de Callet , on aura 

i = 7, (o,55)' = o^oi5aa45.,^,..j 4 . 

c'est-à-dîre une probabilité comprise entre 57^ et ^. 

On obtiendrait également (0,55/ pour la probabilité d'ajouter l'un 
à l'autre deux nombres de i chiffres, sans qu'aucune des additions par^- 
tielles donne une unité à retenir. 

(7). Si E, E', E'', etc., sont fes arrivées successives d'un même évé- 
nement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p^' etc. se chan- 
gera dans la puissance /t^ qui exprimera, par conséquent, la probable- 
lité que E arrivera m fois dans un pareil nombre d'épreuves, pendant 
lesquelles la probabilité de cet événement demeurera constante et égale 
à p. De niême,-E et Fétanties deux événements contraires dont les proba- 
bilités sont p et qj dé" sorte qu'on ait/) +5f = 1 (n° 3); si ces chances de- 
meurent constantes pendant un nombre m+ n d'épreuves , le produit 
y;*9" sera la probabîKté que E arrivera m fois et F les n autres fois, 
dans un ordre ^déterminé; ce qui se déduira âe la règle du ir 5, en 
supposant le nombre des événements E, E', E'", etc., égaîà m -f^n^ 
et prenant E pour m d'entre eux ef F pofir les n autres. L'ordre dans 
lequel- ces événements E et F devront se succéder nlnflue pM *«r 
cette probabilité /?*7", de l'événement composé : elle est la même 
pour que E arrive dans' les m premières épreuves , et F datis les n 
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•ckriHèresi ou vice vena; on bien encore , lorsque ces évéuements 
deyront être mèiéB, â^une manière dëterniinée. Mais si l'ordre que 
fioivent suivre E et F n**est pas donné, et qu'on veuille seulement que 
•dms m nombre m-f-n d^épreuvipB, E arrive m fois et F arrive n fois, 
dans un ordre queto^nque , il est évident que la probabilité de cet autre 
événtineDt composé surpassera ceHe qui répond à chaque ordre dé- 
terminé ; elle ^ra , em effet, un multi[^ ée jfq', dont on donnera plus 
loin l'expression générale. ^ 

Lorsque les chances de E et F sont égalés, on a/? = 5^= i; et si 1 on 
fait m + ji = M f la prQl>abilîté de rarriyée , dans^un ordre déter- 
miné, de E un nombre m de ficH», et F un nombre n de fois, devien- 
dra (^)£1; en aorte que non-seulement elle ne dépendm pas de l'ordre 
de ces arrivées , suais die aéra aussi indépendante de leur proportion , 
et ne dépendra plus que du nombre total /jl des épreuves. Ce cas est 
celui d'une urne contenant des nombres égaux de boules blanches et 
de boules noires, dans laquelle on fait /jc tirages successifs, en re- 
mettant a chaque fois dans l'arne la boule qui en est sortie. La pro- 
babilité d'amener fi boules blanches est égale à celle d'amener m 
boules blanches et n boules noires dans un ordre déterminé. Quand 
^Igdst un nombre considérable , elles sont Tune et l'autre très petites, 
mais non pas nu)indres l'uue que l'autre. Avant que les tirages aient 
commencé^ on n'aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit 
à l'arrivée d'une suite de boules de la même couleur, soit à l'arrivée 
d'un pareil nombre de boules, les unes blanches et les autres noires, 
dans un ordre que quelqu'un eût assigné arbitrairement. Cependant, 
si nous voyons sortir successivement de l'urne, par exemple, trente 
boules d'une même couleur, et que nous soyons bien certains que les 
boules blanches et les boules noires y sont constamment en nombres 
égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qpi pré- 
sente quelque chose de symétrique , tel que la sortie de trente boules 
alternativement blanches et noires^ celle de quinze boules blanches 
suivies de quinze boules noires, nous sommes portés à croire que ces 
événements réguliers ne sont pas l'effet du hasard , et que la personne 
qui a tiré les trente boules connaissait la couleur de chacune d'elles, et 
les a choisies dans une vue particulière. Dans de pareils cas , l'interven- 
tion d'une cause autre que le hasard a effectivement une probabilité 
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très approchante, de la certitude ^ ainsi qu'on le verra par k suite. 
(8). La puissance 9" est la probabilité que Tëvënement F amTera n 
fois de suite, sans interruption; en la retranchant de Tunitë, on aura 
donc la probabilité de TéTénenient contraire, c'est-à-dire, la probabi*- 
lité que dans n épreuves consécutives 1 l'événement E arrivera au 
moins une fois; par conséquent, si Ton désigne par r la probabilité de 
cet événement composé, et qu'on mette i— p au lieu de q, il en résultera 

V 

En égalant à ^cette valeur de r, on déterminera le nombre d'épreu- 
ves nécessaire pour qu'il y ait la même raison de croire que E arrivera 
ou qu'il n'arrivera pas, ou autrement dit, pour qu'il y ait un contre un 
à parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors 

Si E est, par exemple, l'arrivée d'un six, ou celle d'une autre face dé- 
terminée, quand on projette nndék six faces, on aura 

p = i, 71 = 5,8018. ...j 

en sorte qu'il y aura de l'avantage à parier que six arrivera au moins 
une fois en quatre coups , et du désavantage à parier qu'U arriverait 
en trois coups. Si l'on projette deux dés k la fois, et que E soit l'ar- 
rivée du double^six, on aura 

P=^np /i = a4,6i4 i 

ce qui montre que l'avantage sera pour le joueur qui pariera d'amener 
un doiible^six en vingt-cinq coups, et le désavantage pour celui qui 
parierait de l'amener en vingt-quatre coups. 

L'expression générale de r nous fait voir que quelque feible que soit 
la chance p d'un événement E, pourvu qu'elle np soit pas tout-à-fait 
nulle , on peut toujours prendre le nombre n des épreuves, assez 
grand pour que la probabilité que E arrivera an moins une fois,, ap- 
proche aussi près qu'on voudra de la certitude ; car quelque peu dif- 
férente de l'unité que soit la fraction i — p, on peut toujours prendre 
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l'exposant n assez grand pour que la puissance (i — />)" tombe ati- 
dessous d'une fraction donnée. C'est en cela que consiste la différence 
essentielle entre une chose absolument impossible et un événement E 
dont la chance p est. extrêmement petite : la chose impossible, n'arri- 
vera jamais, et l'événement aussi peu probable qu'on voudra, arri- 
vera toujours, très probablement, dans une série d'épreuves assez long- 
temps prolongée. 

Par la formule du binôme, on a 



lE.n — I . . n.n— i.n — 2 



si n est un très grand nombre, et qu'on remplace n — i, n — a, etc., 
par n, on aura , à très peu près , 



• »«« mS^^S 



(i-p)-=i+/ï/> + ^7^ + -j^+etc.; 

série qui est le développement de a*"'', en désignant par e la base des 
logarithmes népériens; il en résultera donc 

pour la valeur approchée de r. Dans le cas de /i =s -, cette valeur sera 

le rapport de e— i à e. Par conséquent, si la chance d'un événement 
E est l'unité divisée par un très grand nombre n^ il suffira d'un pareil 

nombre n d'épreuves pour qu'il y ait une probabilité ^-^^ , ou à peu 
près égale à |, que E arrivera au moins une fois. 

(g). Lorsque deux événements E et E, , ne sont point indépendants, 
c est-à-dire, lorsque l'arrivée de Tun influe sur la chance de l'autre, la 
probabilité de l'événement composé de E et E. est égale à un pro- 
duit ppi dans lequel p représente la probabilité de l'événement E qui 
doit arriver le premier, et p, exprime la probabilité que E étant d'a- 
bord arrivé, E^ arrivera ensuite. 

Ainsi, atib désignant les nombres de boules blanches et de boules 
noires contenues dans une nme A, et c leur somme a^^b; si £ est l'ar- 
rivée d'une boule blanche à une première épreuve , et E^ celle d'une 
boule blanche à un second tirage , sans qu'on ait remis la boule sortie 
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ao premier, on aura d'abord 



a 

j niais au second tirage, le nombre total des boules sera réduit à r — i , 

et celui des boules blanches ka — i , on aura donc 

pour la probabilité de la sortie d'une nouvelle boule blanche; et, par 
conséquent , 

a. a — I 

pour celle de l'extraction de deux boules blanches. 
Par la même règle, on trouvera 

ab 

pour la probabilité de l'extraction d'une boule blanche el d'une boule 
noire , dans un ordre déterminé, et sans remettre dans l'urne la boule 
sortie au premier tirage. 

Généralement , si Ton fait m + 11 tirages successifs sans remettre 
dans A les boules sorties, et que l'on désigne par for la probabilité d'a- 
mener , dans un ordre déterminé , m boules blanches et n boules 
noires ^ on aura 

• a, a — i.a — 2....a — m + i .b.b — 1.^ — 2....^ — n4- i 

ffjf^^ : — , 

ce— i.c — a... .c — m— /i-f-i ' 

quelque soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les ?/i'-|-/i' premiers 
tirages, il est sorti m! boules blanches et n' boules noires , le nombre 
c — m! — n' des boules restantes, se composera de a — ml blanches et 
h — n' noires; les probabilités d^amener, soit une boule blanche, soit 
une boule noire, dans un nouveau tirage, seront donc • 



c — n^—f^' c^m'^n'' 



or, en prenant successivement dans ces deux fractions, tous les nombres 
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depuis a^ro jusqu'à m — i pour m% et depuis zéro jusqu'à /t— >i 
pour n% le produit des m+n quantités qu'on obtiendra de cette ma- 
nière , devra évidemment former la valeur de «zr; ce qui coïncidera 
avec la formule que l'on vient d*écrire. 

Si l'on remettait à chaque fois dans A la boule blanche ou noire 
qui en est sortie, les chances d'une boule blanche et d'une boule 

noire demeureraient constantes et égales à - et - , pendant toutes les 

épreuves, et la probabilité d'amener m boules blanches et /2 boules noires, 

et f - J , ou ^, » 

C'est à quoi se réduit effectivement l'expression de ^^ quand les* nom- 
bres aeXb sont extrêmement grands, et peuvent être considérés comme 
infinis^ par rapport à m et 71, ce qui rend invariables les chances d'une 
boule blanche et d'une boule noire, pendant toute la durée des épreuves. 
En faisant /iss o dans la valeur de ^tar, il en résulte 



ce — ïc — 2,,,c — ni-f-i 

pour la probabilité de l'extraction de m boules blanches saiis inter* 
ruption. Au lieu d'une urne A, si l'on avait, par exemple un jeu com- 
posé de seize cartes rouges et autant de cartes noires, et si Ton deman- 
dait la probabilité d en tirer les seize cartes rouges en seÎM tirages, on 
ferait 

* ^ = 16, c:=3a, m= 16, 

et il en résulterait 

I .2.3. • . • . i5. 16 
^" 17. 18.19. • .3i .32' 

ou bien , en réduisant 
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quantité, comme on voit, un peu au-dessous d'un six-cent millio- 
nième. Il faudrait, en conséquence, essayer un peu plus de six-cent 

millions de fois pour qu'il y eût une probabilité égale à | , on à peu 

♦ 6.. 
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près deux à parier contre unique les seize cartes rouges sortiraient au 
moins une fois sans interruption. 

(lo). Si un événement E peut avoir'lieu de plusieurs manières dis-* 
tînctes et indépendantes entre elles ; que d une première manière , la 
probabilité de son arrivée soit p, ; quo d*une seconde manière^ elle 
soit p^; etc. , la probabilité complète sera la somme de toutes ces pro- 
babilités partielles^ de sorte qu'en la désignant par p, on aura 

p = Pt+p^+Ps + e^c. 

Supposons^ pour fixer les idées , que Ton ait un nombre donné i 
d urnes A^ contenant des boules blanches et des boules noires, et que 
le noinbre total de boules et le nombre de boules blanches soient c, 
et a^ dans une première, urne, c« et a^, dans une seconde, etc* Suppo- 
sons aussi que E soit l'extraction d'une boule, blanche, en mettant la 
main au hasard dans l'une de ces urnes. Cet événement pourra alors 
arriver de / manières différentes, puisque /est le nombre d'urnes d'où 
la boule blanche pourra sortir. La probabilité que la main se portera 

sur l'une de ces urnes sera la même pour toutes et égale à -; la chance 

d'extraire une boule blanche sera — , —, — , etc. , selon l'urne sur la- 

quelle la main se portera effectivement; d'après la règle du n° 5, les pro- 
babilités PifP%,p5 9 etc. , des diverses manières dont E pourra arriver, 
seront donc 

I â( I Ha I 03 . 

et il s'agira de prouver que la probabilité complète p de l'extraction 
d'une boule blanche, de l'une ou de l'autre de toutes les urnes A, aura 
pour valeur y 



■ A'=Kf;+S+S+"4 



La démonstration de cette règle est fondée sur un lemme qui sera 
également utile dans d'autres occasions. 

Concevons un nombre quelconque i d'urnes C , contenant des boules 
blanches et des boules noires en proportions diverses , mais dont le 
nombre total soit le même et représenté par fi pour chacune de ces 
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urnes; la probabilité d^traire de- leur ensemble une boule blanche 
ne changera pas si Ton réunit les i^ boules qu'elles contiennent dans 
une seule urneB. En effets eUesy formeront des groupes disposés djune 
manière quelconque, dont chacun contiendra les boules provenant 
d'une même urne C, et qui seront tous composés d'un même nombre (l 
de boules , ce qui suffit pour que la chance d y porter la main soit 

la même pour tous ces groupes , et égale à -. , comme quand chaque 

groupe était renfermé dans une urne C. La chance de tirer une boule 
blanche du groupe où la main se portera n'aura «pas non plus changé; 
par conséquent, la probabilité d extraire une boule blanche ser^ la 
même pour l'urne B et pour le système dès urnes C. Cçtte conclusion 
n'aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urriesJÇ renferment 
étaient inégaux; quels qu'ils soient, la chance çpxe la main se portera 

sur l'une des urnes sera la même, et égale à -; mais quand toutes les 

boules auront été réuQies dans l'urne B , les groupes qu'elles y forme-- 
ront contenant des nombres inégaux de boules,* la chance que la 
main s'y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : elle est 
évidemment plus grande pour ceux qui seront formés d'un plus grand 
nonibre de boules. - « 

Cela posé, réduisons toutes les fractions ~, —, ^, etc«, à un nfime 

^ • c, c, C3 # ^ • 

dénominateur, que nous désignei^s par fc^ -Soient^ alors ât, , o^, 
ct3 , etc* , leurs numérateurs , de sorte qu'on^ait \ 
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La chance d'extraire une boule- blan(!he de^chaScuoe des* urne» A. el 
par conséquent de« rénseny^le deyces urnes, ne changera^pas si l'on 
remplace chacun des nonobres c^ t^, 0^9 eïc, 4ç botfles blloaches 09 
noires, par le même nombre fi, et les nonibres ài>'J,T ^s> «te, dé*' 
b(^es blanches, par .fl^, a., a^j etc. ^L^ prdbaBilitié de l'extractien 
d'une boule blanche ne changera p^ non Jj^us\^ ai Tte i^iÉt ei}^i«tQ 
toutes ces boules dans un» mei^'urBe G. Qr, cette urne contrant 
alors un qpn^bre total //Ct de lK>ules , parnii. lesquelles jl-y aura un ] 
nombre «, + «.+ a$+®^f> ^® bouies blanche?, cette probabilité sera * 
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le.rapport du second nombre au premier, ou, ce qui est la même 
chose, 

quantité qui coïncide, en yertu des équations précédentes, avec la 
valeur de p qu'il s'agissait de démontrer. 

(il). Pour appliquer cette règle à des exemples, supposons d'à*-- 
bord qu'il soit à la connaissance d'une personne qu'une boule a été 
extraite, ou d'une urne A contenant cinq boules blanches et une boule 
noiré, ou d'une uràé B renfermant troij boules blanches et quatre 
boules noires, et qu'elle n'ait aucune raison de croire que cette boule 
scât sortie plulôt de l'une que de l'autre des deux urnes. Pour cette 
personne, \i probabilité ^ que la boule extraite est une boule 

blanche sera 

1 5 I 3 53 

2 6 ' a 7 84 

car pour elle , cet événement a pu arriver de deux manières différentes, 
et les probabilités />. et />« qui s'y rapportent sont 

• I 5 I 3 

•^*~2'6' ^• — ^-7- 



V 



Pouirùne^autr%p<^tsonne, qiy sait que la boule extraite est sortie de 
B , la probabilité •/> qu ejle est noj|e a pour valeur 

r m 

• . • • . 4 48 

Les (tg^\\onfg7 et g^ surpassant - , la première personne doit penser 

que la bouk^x traité est blanche , et la seconde «fu'eUe* est noire. 

Enjtre ces.deux'Q|>iQiQps comtraire& , cest la^emièrç que nous devons 
' dllopter, 'parœ /}ue la*'s60onde persoffhe estons instruite que lapre- 
'. mière en ce (jtii concerne l'événement ddnt^l s'agit; et cependant 

l*f«B'^l**^^V»i|rlaqi:^le cettte seoptide personne appuie son opi- 

• nion , est moindre que la probabiliH ^, suc laquelle l'autre personne 
\ppu^ak la sieDne. (S'est lin exftnple ftç* simple, et <pi'on pourra 
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aisément multiplier, de ce qui a été dit précédemment (n* i ) , sur 
les jugements contraires portés dans une même question par des 
personnes différemmeot instruites. 

Supposons encore que nous sachions qit'une urne A renferme un ' 
nombre donné n de boulestlancheset de boules noires, dans une propor- 
tion qui nous est absoluniept incbiinue. Nous- pourrons faire sur cette 
proportion, n + i hypothèses différentes et également possibles, qui 
seront autant de manières distinctes dont l'extraction d'une boule 
blanche pourra avoir Heu. Ces hypothèses seront n boules blauches, 
71 — 1 boules blanches et une noire, n — 12 boules blanches et deux 
noires,' . . . n boules noires; toutes ces suppositions étant également* 

possibles , la probabilité de chacune d'elles sera —r— ; par conséquent , 
les probabilités partielles de l'extraction d'une boule blanche, dans ces 
diverses hypothèses, auront pour valeurs 

et la probabilité complète isr de cet événement sera 

quantité qui se réduit à ;, comme cela devait é(re, puisque nous 
n'avons aucune raison de croire à l'arrivée d'une boule blanche plutôt 
qu'a celle d'une boule noire. 

Mais si nous savons que dans l'urne A , le nombre des boules 
blanches est certainement plus grand que celui des boules noires 
la valeur de -ar surpassera 7 ; et pour la déterminer , il faudra distinguer 
les deux cas de n impair et de n pair. Si l'on désigne par / un nom- 
bre entier quelconque et qu'on ait n = 21 -\- i, on ne pourra faire 
que i-f* I hypothèses différentes et également possibles, savoir, 2/+1 
boules blanches, ni boules blanches et une noire,. ■ . i + i boules 
blanches et i boules noires ; et dans ce premier cas , la valeur complète 
de fur sera 



i 



•» 
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quantité qui se réduit à 

Elle est Tunité , pomme cefe^ doit être , pour / =s o; elle s'approche ia- 
définiment de \, eu diminuant toujpurs, a mesuiy que / augmente 
de plus en plus. Dans le cai de n :=i*2i «-f-* h^ onpeutaussi frire i + i 
hypothèses égpJement possibles : on peut supposer que A renferme 
21+ 2 banlps Blanches, flft'H" < boules blanches et un^ boule noirg, 
... { -^ 2 boules blanches et i boules noires. Il en resuite 

•l-f-l\a* + 2 ' 21+2 ■ 2*+a " ■ 21 -f- 2/' 

ou , ce qui est la mértie chose , 

. 1 3i + 4 

2 21 -J- 2 ' ^ 

pour la valeur complète de ftar. Comme la précédente, elle est v s= i 

3 ^ 

et <zr =3 7 > pour les valeurs extrêmes £ = o et £ = oo. Pour tout autre 

nombre entier /, elle excède la précédente ti'une iîraction > . . j^ » 

dont le maximum est —j et répond à / = i . 

Une urne A contenant un nombre total c de boules , dont a boules 
blanches , concevons que ces boules soient partagées dans son intérieur, 
en groupes tels que| le premier renferme c. boules dont a. blanches, 
le deuxième c« boules dont a. blanches, etc., de sorte que Ton ait 

^1 H- ^. + ^j + c*c. =s c, 
^1 + £1. + ^s + etc. = a. 

Soit/7 la probabilité d'extraire une boule- blanche de cette urne; elle 
devra être égale à - ; ce qui fournira simplement une vérification de 

la règle du numéro précédent. Une boule blanche pourra sortir du pre- 
mier groupe ; et pour cela, la chance sera le produit de la probabi- 
lité — que la main se portera sur ce groupe, et de la chance — qu'elle 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 49 

en extraira une boule blanche. U en sera de même à l'égard de tous 
les autres groupes^ d*où Ton conclura 

p = — . — 4 — ..— -H — . — + etc., 

\ . • ■' 

pour la valeur complète de p ; laquelle se rédiiit effectivement à -, 

en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si l'on 
place tous ces groupes dans des urnes différentes A, , A^, A3, etc.^ la 

chance d'en extraire ensuite une boule blanche, ne sera plus -, si ce 

nest dxins le cas où tous les nombres c., c«, C3, etc. , seront égaux : 
généralement, elle dépendra de la manière dont les boules blanches 
et noires de A se trouveront distribuées entre A. , A», Aj , etc. ; et nous 
ne pourrons la calcirier que quand cette distribution nous sera connue. 
Cependant, pour quelqu'un qui ne la connaît pas, la raison de croire 
à l'arrivée d'une boule blanche , en tirant au hasard dans l'ensemble 
des urnes A., A«, A9, etc., est évidemment la même que celle de 
croire à la sortie d'une pareille boule, extraite de A; par conséquent, 
^ la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pbur 

cettepersonne, égaleà-. Je suppose, par exemple, que A renferme 

deux boules blanches et uné^ boule noire, et que l'on ait mis deux 
boule%.dan$. A, et la troisième dans A.. Pour cette personne , il y aura 
trcûs distributions également possibles des trois boules de A entre A, 
et A», savoir : les deux blanches dans A, , et la boule. noire dans A»; 
une boule blanche et la noire dans A , , et l'autre boule blanche dans A« ; 
cette seconde boule blanche et la boule noire dans A, , et la première 
boule blanche dans A«. Dans ces trois cas, les probabilités d'extraire 
une boule blanche de l'une ou l'autre des urnes A. et A«, seront 

i(iH-o), i(J-»-i), i(i+i); 

en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc f pour 
la probabilité complète de cette extraction , comme pour celle d'une 
boule blanche, de l'urne A. 

Considérons enfin un système d'urnes D, , D^,, D3, etc., dont la pre- 
mière renferme un nombreCi de boules parmi lesquelles a. boules blan- 
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ches^ la deuxième un nombre c» de boules dont a^ boules blanches» etc. ; 
et supposons que par une raison quelconque ^ il n'y ait pas la même 
chance pour toutes ces urnes , que la main s'y portera pour en ex- 
traire une boule blanche ou noii*e« D&ignons alors par i^, la proba- 
bilité qu'elle se portera sur Turne D., par Ar« la probabilité qu'elle se 
portera sur l'urne D,, etc. Par la règle du n^ 5^ la probabilité d'ex- 

' traire une boule blanche de la première urne sera A*. — ' , de la se- 

^\ 

conde k^ — % etc. ; ces produits exprimeront donc les probabilités par- 

tielles Pi, p^p fsf etc., relatives aux diverses manières dont l'extraction 
d'une boule blanche pourra avoir lieu ; par conséquent , la probabilité 
complète ^ de cet événement aura pour valeur 

fW = -4- -|- + etc. 

La considération d'un système d'urnes A|,Â., As, etc.i pour lesqueliesles 
probabilités A:. ,k^,k3, etc«, sont égales eotre elles, a suffi à la démonstra- 
tion de la règle du numéro précédent dans toute sa généralité; et cette 
règle étant ainsi démontrée, son application à d'autres urnes D., D», 
D|, etc., pour lesquelles les chances Ar., k^, k^, etc., ont des valeurs 
quelconques, conduit ensuite, comme on voit , à l'expression de ^esr 
qui se rapporte à ce cas général. 

(i3). Maintenant, soient E et F deux événements contraiws, ou 
qui s'excluent mutuellement , et dont l'un des deux doit toujours ar- 
river. Désignons par p et q leurs probabilités respectives , de sorte 
qu'on ait (n* 3) 

Supposons que chacun de ces événements puisse avoir lieu de diverses 
manières, dont nous représenterons les probabilités par p, , />., p^, etc. , 
relativement à E, et par ç,, y,, y,, etc., par rapport à F. En appli- 
quant successivement la règle précédente à E et à F, nous aurons 

/>=/>!+ P* + P3 + elc, 
9 = ç, + ?â + ^3 + etc., 

et, par conséquent, 

Pi + 7>t -f- /^ 4- «*^- + îi 4- ?. + y t -f- etc. = 1. 
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Dans une question qnelecKKfae d'éventualité) les termes du premier 
membre de cette équation sont les probabilité des diverses combi- 
naisons favorables on contraires à l'arrivée de E; cette équation ex- 
prime donc que leur somjfne doit toujours être égale à l'unité ouii la 
certitude; ce qui doit être, en effets si l'on a épuisé toutes les combi- 
naisons possibles. 

En vertu de cette même équation , l'expression de p peut être mise 

sous la forme 

_. ipt 4- Ip^ 4- Ipz 4- etc. , 

" Ip, + //?, + Ipz -H etc. + Iq, + /î7a + ki + etc. ' 

/ étant une quantité que l'on prendra à volonté. Les termes de cette 
fraction seront proportionnels aux chances /7| , p^^ etc., 9,, 9», etc., 
des cas favorables ou contraires à Tarrivée de E. Or, si Ton sup- 
pose que parmi les termes du numérateur, il y en ait un nom- 
bre a' qui soient égaux entre eux et représentés par a\ un nom- 
bre a" égaux entre eux et exprimés par a^'^ etc. ; si l'on suppose 
de même que parmi les termes du dénominateur, il y ait un nombre 
c' de termes égaux dont la valeur commune soit y' , un nombre d' 
d'autres termes égaux dont y soit la valeur commune , etc. , l'ex- 
pression de p deviendra 

=4. *'g' + 't'^fl" -f ^'^ + etc. 
P yV + y V + y^<î^ 4- etc.' 

Donc, lorsque tous les cas favorables ou contraires à un événement JE, 
n'auront pas une même chance, on obtiendra la probabilité de E, en 
multipliant les nombres de cas également probables , par des quantités 
proportionnelles à leurs probabilités respectives, et divisant ensuite la 
somme de ces produits relatif à tous les cas favorables, par la somme de 
ces mêmes produits relatifs à tous les cas possibles. Cette règle est plus 
générale, et souvent plus commode â appliquer, que celle du n"" :i, en 
ce qu'elle n'exige pas que l'on ait réduit à une égalité de chance, tous 
les cas favorables ou contraires , d'où dépend , dans chaque question , 
l'arrivée d'un événement dont on veut connaître la probabilité, 

(i4)* Les règles des n*' 5 et 10 suffisent pour obtenir les formules 
relatives à la répétition, dans une série d'épreuves, d'un événement 
dont les chances sotU connues , soit qu'elles demeurent constantes , 
soit qu'elles varient pendant leç éjpeuves. 

7* 
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Appelons toujours E et F les évéDements contraires, d'une nature 
quelconque y dont Tun des deux aura lieu à chaque épreuve. Suppo- 
sons, en premier lieu, que leurs probabilités soient constantes et don- 
nées ; et représentons, dans chaque épreuve , par p la chance de E et 
par q celle de F. Désignons aussi par ft le nombre total des épreuves, 
par m le nombre de fois que E arrivera^ par n le nombre de fois 
que F aura lieu. Nous aurons 

La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un 
ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale 
à f^<f (pP y); par conséquent, si l'on appelle II la probabilité qu'elles 
auront lieu dans un ordre quelconque , et K le nombre de manières 
différentes, dont m événements E et /» événements F pehvent se suc- 
céder dans un nombre fi d'épreuves, on aura, d'après la règle 
du n* lo, 

n = K/)"}-. 

Pour déterminer K, je suppose d'abord que les)U événements qui 
doivent avoir lieu soient tous différents, et je les désigne par les 
lettres A, B, C, B , etc. Ce nombre K sera alors celui des permuta-' 
lions que l'on peut faire subir à f« lettres disposées comme les fac* 
teûrs d'un produit; or, il aura pour valeur 

* 1 .2.5. . . ft — I .fc; 

car si on le représente par K' pour /te — i lettres , et qu'on ajoute en- 
suite une lettre de plus , celle-ci pouvant occuper )Et places distinctes 
dans chacune des perDEiutations de ju — i lettres , il en résultera /aK' 
pour le nombre de permutations de /Ur lettres; et comme ce nombre 
est l'unité quand f& s= i , il s*ensuit qu'il sera successivement 1.2, 
1 .2.5, 1 .2.5.4, etc., pour /îa= 2, = 5, = 4, etc. Maintenant, 
si un nombre m des lettres A , B, C, D, etc, repr^ntent un même 
événement E , celles de leurs permutations qui ne diffèrent que par 
les places de E seront aussi les mêmes ; ce qui réduira le nombre des 
permutations distinctes , au proc^Diit précédent , divisé par le nombre 



■ ■* ■ 
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de permutations dont ces m lettres £ sont susceptibles, et qui est 

Si les ft -— m ou n autr^ lettres représentent aussi un même ëvëne- 
ment F , il faudra également diviser ce produit par le nombre de per- 
mutations de ces 72 lettres F, ou par 

Par conséquent, le nombre de perttutations distinctes que Ton peut 
faire avec m événements E et /i événements F^ c'est-à-dire la valeur 
de K qu'il s'agissait d'obtenir , sera 

1^ I .a. 3. . . fê 
lvs= o 5 . 

I«2.â««« TH. I .2.0. • .It 

Â cause éè JU = m -f- 71 y cette quantité K est symétrique par rapport à 
771 et à 71 ; mais on peut aussi l'écrire sous ces deux autres foi-mes : 






1 .2.3. . . tn 

m» MM ^^m. t 

K= 



1 .2«3« . • 71 



qui montrent que la probabilité 0, ou le produit K/j-y", est le terme 

du rang 771 -f- i dans le développement de (/> + qY ordonné sui- 
vant les puissances croissantes de /) , ou le terme du rang 71 -f- i dans 
ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de.^. 

On conclut de là que dans le cas que nous examinons . oif\es chances 
peX q des deux évétiementâ^contrSres E et F sont coqstantea, celles 
de tous les événements oontfKisés (}tii peu vent arriver dans un nombre> 
d'épreuves ont pour expj-essîons, les différents termes IJe la formulé, 
du \momep + q élevé à la paj^nce ia. « 

lie nombre de ces événements es^^ + i\ Ils sont inégalement 
probables; soit à cause de la iSluMplicité des oômbinaisona qui peut 
les amener et qui est exprimée, pour chacun d'eux , par le nombre K, 
soit à raison de l'inégalité des* chances p et q. Dans le casde/7 = ^^ 
révénement le plus probable est celui qui répond à 771 = 71, lorsque yet 



54 RECHERCHES 

est un nombre pair, et Ton des deux qui répondent a m — n =: rbi, 
quand /jl est un nombre impair. 

(i5). Soit P la probabilité que E arrivera au moins m fois dans le 
nombre fi d'épreuves. Cet événement composé pourra avoir lieu de 
m+ I manières différentes , savoir , lorsque E arrivera les nombres 
de fois fJLf fÂ, — I9 fJL — ^^ 2, ... et enfin fi-^n ou./n ; les probabilités 
relatives à ces m + 1 manières se déduiront de Texpression précé- 
dente de n , en mettant successivement fc et zéro , u. — i et i , /^ — 2 , 
et 2 y • • • jusqu a m et /i , au lieu dp ces deux derniers nombres ; d'après 
la règle du n"* 10, la valeur complète de P sera donc la somme de 
ces 71+ I probabilités partielles; et, par conséquent, on aura 

^" i.a.3...n ^PH> 



• • • t 



de sorte que P sera la somme des n -f- i premiers termes du déve- 
loppement de {p -f- qY , ordonné suivant les puissances croissantes 
de 9. 

Pour m =zto , ou n = fc , on aura 

s 

ce qui doit être, en effet, puisqu'alors l'événement composé com- 
prenant toutes les combinaisons de E et F qui peuvent arriver, sa pro- 
babilité P doit être la certitude. Pour m = i , cet événement est le 
contraire de l'arrivée tle F à toutes les épreuves; et, effectivement, 

la valeur de Rest , dans ce cas , le Mévelclppement entier de (p *f- 9)^ f 
moins son dernier terme ^; ce qui s'adJDorde avec la valeur de r 
du n* 8. ' 

Si fJL est un noqibre impair 2Î*f- ii ^ si l'on demande la probabilité 
que E arrivera plus souvent qi;^ F, oja la déduira de rexpression gé- 
nérale de P, en y fiiisani m =s 1 4- i «t n ss i. Si /m, est un nombre 
pair aï, on obtiendra la ][>robi^ilité qu<^ E arrivera au moins autant 
de fois que F, en iaiiànt m =s n=s î, dans cette même expression. 

(^6). On déduit aussi de cette formule la solution Au premier pro- 
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blême de probabilité que l'on ait résolu , que nous avons indiqué au 
commencement de cet ouvrage, et qui est connu sous le nom dis 
problème des partis*. Deux joueurs A et B jouent ensemble à un jeu 
quelconque, où lun des deux doit gagner un point à chaque coup; 
p est la probabHilé de A, 9 celle de B, pour gagner ce point; il reste 
à A un nombre a et à B un nombre b de points à prendre pour gagner 
la partie. On demande la probabilité tt que ce sera A qui gagnera , ou 
la probabilité Q que ce sera B. L'un de (ys deux événements contraires 
devant nécessairement ai*river, la somme a -f- £ serg l'unité, et l'on 
aura seulement oL à déterminer. 

Observons d'abord que la partie sera terminée en im nombi^ de 
C0ttps qui ne saurait excéder a^b — *i ; car dans ce nombre de coups, 
il arrivera nécessairement que A aura gagné au moins un nombre a 
de points, ou que B en aura gagné au moins un nombre b. De plus, 
sans rien changer à leurs chances respectives de gagner la partie , les 
deux joueurs peuvent convenir de jouer ce nombre a + 6 -^ 1 de 
coups; cardans cette série de coups, un seul joueur pourra prendre 
le nombre de points dont il a besoin : selon que A aura pris a points 
avant que B en ait pris i, ou que B en aura pris un nombre b avant 
que A en ait pris a, ce sera A ou B qui aura gagné la partie, quelque 
chose qui arrive ensuite. Pour déterminer les chances cl et G ^ nous 
pouvons donc supposer qu'il sera toujours joué le non^brea+ b — i 
de coups. Alors a sera la probabilité que sur ce nombre d'épi'euves , 
un événement E dont la chance est pk chaque épreuve, arrivera au 
moins un nombre de fois â; par conséquent, sa valeur se déduira de 
l'expression précédente de P, en y faisant 

fi z=i a + b — I, m = a, n ssz b — 1. 
St l'on a , par exemple, 

P^^p 9 = 1.^ = 4» * = 2, 



on trouvera 



I 12 ^ __^ l3l 

^3' ^~i43'' 



et Ç surpassant «, il s'ensuit qu'un joueur A don t l'habileté est double 



it- 
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àe celle ^de B, ou qui a une chance double de gagner chaque point , 
ne peut néanmoins parier, sans d^ayantage , de gagner quatre points 
ayant que B en ait pris deux. 

Si les deux joueurs conyiennent de se retirer sans achey.er U 
partie , on yjprra plus loin que ce qui reyiendra à A sera V enjeu multi- 
plié par la chance a de gagner, et à B le produit de l'enjeu et de la 
chance Q^ c'est-à-cnre qu'ils deyro^t partager l'enjën proportionnel- 
lement aux fractions aeX 6. ^ 

(17). An liei^de deux éyénements E et F, supposons qu'il y en a un 
plus grand nombre , trois, par exemple, que nous désignerons par E, 
F, G, et dont un seul dayra arriyer à chaque épreuve. Soient p, 9, r, 
leurs probabilités constantes , et /ea le nombre des épreuyes. Par une 
extension facile 4e la méthode du n*" 14^ on Irouyera 

I.2.2.** IIB.I.2.3... n.i.!i.o7.«o 

pour la probabilité que le premier des éyénements E , F» 69 arriyefa 
m fois, le second n fois, le troisième o fois. On aura, eq ipèmç 
temps, 

et la probabilité dont il s'agit sera le terme général du déyeloppement 1^, 
du trinôme f' + 9 + réleyé à la puissance /et. 

Ce cas est celui d'une urne qui renfermerait des boules de trois 
couleurs différentes, dans les proportions marquées par les fractions /i, 
9, r, et oii les éyénements E , F, G, seraient les extractions de ces trois 
sortes de boules , en remettant à chaque fois dans l'urne la boule 
qui en esX sortie. ^ - 

En prenant dans le déyeroppement de^fp + ?+ '*y*9 la somme des 
termes qui renferment une puissance de /i, égale ou supérieure à m, 
on aura la probabilité que Ë arriyera au moins un nombre m de fois 
dans un nombre pi d'épreuyes. Quel que soit le nombre des éyéne- 
ments E, F, G , etc. , parmi lesquels un seul arriyera à chaque épreuye, 
on peut aussi déduire immédiatement cette probabilité, de l'expression 
précédente de P. En effet, représentons toujours par p, 9^ r, etc., ' 
lès chances constantes de E, F, G, etc.; à chaque épreuye, l'arriyée 
de l'un ou l'autjre des éyénements E, F, G, etc., peut être cQnsidérée 
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comme un événement composé, que j'appellerai F'; en désignant 
par (( sa probabilité^ on aura 

Eet F seront alors deux événements contraires, dont un seul aura 
lieu à chaque épreuve; par conséquent, la probabilité que E arrivera 
au moins m fois, dans une série de fi» épreuves, s'obtiendra en met- 
tant €[ au lieu de q dans l'expression de P. 

Pour donner un exemple de cette règle fondée sur le développement 
delà puissance d'un polynôme, je suppose qu'une urne A renferme 
un nombre m de boules portant les n^' i , a, 3, ... m; on tire /tt fois 
de suite une boule de cette urne # en y remettant à chaque fois la 
boule sortie; la chance » a chaque tirage, de l'arrivée d'une boule 
portant un numéro déterminé , est la même pour toutes les boules , 

constante pendant les épreuves, et égale à — ; cela étant, désignons 

par /i», /!,, Fij,.. . /»., des nombres donnés qui peuvent être zéro, 
égaux, inégaux, pourvu qu'on ait toujours 

Wi + n. -H /Î3 ...•+•«»= A*; 

et soit U la probabilité qu'on amènera, dans un ordre quelconque, 
«, fois lé n* I , /i. fois le n^" a, . . • n^ fois le n* m : si l'on fait 

et que l'on développe suivant les puissances et les produits des 
indéterminées ^,, ^, ^sf- ^«^ ^ valeur de Usera le terme de ce 

développement , contenant le produit /, ■ ^« * ^j ^ • . . ^m ■, dans lequel 
on fera toutes ces indéterminées égales à — • En représentant par N 
le coefficient numérique de ce produit , nous aurons donc 

U=— N; 

N étant un nombre entier, qui dépendra de i»^ et des nombres nt,n^, 
7ii,.... nmf savoir. 



l 
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où Ton prendra l'unité pour le produit i .s.S. • .71,» quand Hg sera 
zéro, et de même pour chacun des produits semblables. 

Cela posé , soit s la somme des numéros sortis dans les ^e tirages ^ 
on aura 

j = /ii -{- 2/1, -f- 5«s 4- . . • + m/»». 

Par conséquent, si s est un nombi^ donné ; que Ton prenne successi- 
venfient pour n^^ii^, rif,. . . n^, tous les nombres entiers ou zéro qui 
satisfont à cette équatioa et dont la sonmie est égale à /t; et que Ton 
désigne par N', N", N'", etc., les valeurs correspondantes de N, et 
par y la somme de celles de U, il en résultera 

V=— (N' + N^ + N'"H- etc.), 

pour la probabilité d'avoir, dans un nombre /^ de tirages , une somme 
de numéros donnée et égale k s. 

On calculera plus aisément la valeur de V en changeant, dans 6 les 
indéterminées ^,, t^, t^,*»» <»f dans les puissances t, t*, ^.•. ^, 
d'une même quantité t : si l'on désigne par T ce que 6 deviendra , 
on aura 

et il est aisé de voir que la somme N'+N"+N'"-f-etc. ne sera autre chose 
que le coefficient numérique de ^dans le développement de T; par 
conséquent , si l'on repr^nte ce coefficient par M, , il en résultera 

V = — M,. 

Ce coefficient M, dépendra des nombres donnés /i,m,s,et s'obtiend ra 
facilement dans chaque exemple. 

Au lieu d'une seule urne V^ on peut supposer qu'on ait un nom- 
bre fc d'urnes A., A^^ A3,. • .A^^ dont chacune contienne m boules 
numérotées i, 2, 3,...7n^ et tirer en même temps une boule de 
cl)acune de ces urnes. On peut aussi remplacer ces urnes par un pareil 
nombre de dés : s'il s'agit de dés ordinaires, à six faces, portant les 
n*' I, 2, 3, 4' ^; 69 ^^ ^^^^ /n= 6, et Y exprimera la probabilité 
qu'en projetant simultanément un nombre ;t de dés y on amènera une 
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smnmede nomëros égale à s. Soit, par exemple, f« s=3, et consé- 
quemment 

T = fi(i H- t + t^+t^ H- <* + ^)S V = ^, M,. 

L e dëveloppementcle Tse composera de seize termes ; les coefficients des 
termes également éloignés des extrêmes, tels qne Mj et M^g , M4 et M,;, 
• . . M,oet M|,, seront égaux; la somme de tons les coefficients anra pour 
valeur celle de T qui répond à ^ = i ^ ou 6* ; la somme des huit pre- 
miers coefficients M , ^ M^ . . • , M,o 9 sera égale à ^ 6', ainsi que la somme 
des huit derniers M,,^ M,«. . . M.g; d'où Ton conclut qu'en pro- 
jetant trois désk]B. fois, la probabilité d'amener 10 ou un nombre 
m oindre est 7 , comme celle d'amener 11 ou un nombre plus grand ; 
e n sorte qu'o n peut parier à jeu égal, ou un contre un , que la somme des 
trois numéros qui arriveront passera ou ne passera pas le nombre dix. 
Cest sur ce résultat qu'est fondé le jeu qu'on appelle lepasse-tËx, Sans 
le secours d'aucun calcul, on s'assure aisément de l'^alité de chance de 
chacun des deux joueurs, en observant que chaque couple de faces op- 
posées d'un même dé, porte les numéros dont la somme est sept, tels 
que un et six^ deux et cinq, trois et quatre. Il s'ensuit alors, que quand 
les trois dés tombent sur le tapis ^ la somme des trois numéros supé- 
ricjurs , jointe à celle des trois numéros inférieurs, forme toujours le 
nombre 21 1 par conséquent, si la première somme est au-dessus de 
d ix , la seconde sera au-dessous et réciproquement. Les deux joueurs 
sont donc dans le même cas que si l'un pariait que ce sont les numéros 
supérieurs qui passeront dix , et l'autre que ce sont les numéros infé- 
rieurs. Or, il est évident que les chances de ces deux événements seront 
égales; car quels que soient les trois numéros qui arriveront au-des- 
sus et ceux qui arriveront au-dessous , l'événeuient contraire , c'est- 
à-dire l'arrivée de ceux-ci au-dessus et de ceux-là au-dessous, sera 
également possible. Mais pour connaître les chances des diverses 
valeurs de s , depuis ^ = 5 jusqu'à s 7= 18, il est nécessaire de recou- 
rir au développement de T. On trouve, en l'effectuant 



Ms=M,t=i, M4»M„=s5^ M5=M,e=6, Mes=M,5=io, 
M, = M,4=i5, M8=M,3=ai, Mj=:M,.=25, M„;=:MnS=27, 

8.. 
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pour les nombres des combinaisons de trois numéros qui peu*' 
vent amener les sommes 5 ou i8^ 4 ^^ 179. ..lo ou 11 : en les 
divisant par 6' ou a 16, on aura les chances de ces diverses som- 
mes. 

(18). Lorsque la chance de révénement E varie pendant la durée 
des épreuves, la probabilité de sa répétition un nombre de fois donné, 
dépend de la loi de cette variation. Supposons $ comme dans len"" g, 
que E soit l'extraction d'une boule blanche , tirée d'une urne A qui 
contient des boules de cette couleur et des boules noires , et dans 
laquelle on ne remet pas la boule sortie à chaque tirage. Soient a et 
b les nombres de boulçs blanches et de boules noires que A renfer- 
mait avant les épreuves , /t le nombre des tirages ^ et 4r la probabilité 
qu'il sortira m boules blanches et n boules noires , dans un ordre déter- 
miné ; la valeur de nar sera donnée par la formule du numéro cité ; 
et cette valeur étant indépendante de Tordre suivant lequel les boules 
des deux couleurs se succéderont , si nous désignons par II la pro- 
babilité qu'elles arriveront dans un ordre quelconque, nous au- 
rons 

n = K^; 

K étant le même nombre que dans le n*" 14» et en faisant toujours 

Faisons aussi 

a — m=:a^j b — rtzs^b'^ c — fJLzsz a' + V:=i c' ; 

en sorte que a', b\ c\ soient ce que deviennent^ après les tirages, les 
nombres de boules des deux couleurs et leur somme , qui étaient 
primitivement a, 6^ c. En ayant égard aux expressions de K et de ^, 
celle de n pourra s'écrire ainsi 

ni.2.3«.*/t*i*3*3***0«i«2.3«».6.f*2.3...c 
i.2.3...m.i.2.3.;.n.i.2.3...a'.i.2.3...6 .i.2.3...c ^ 

ce qui permettra d'étendre facilement cette expression au cas où A 
renfermerait des boules de trois ou d'un plus grand nombre de cou- 
leurs différentes. 
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En supprimant des facteurs communs au numérateur et au déno- 
minateur, cette formule devient plus simplement (^) 



-_ /M.^c—i./i^->a... ^1^-71-4- 1 û.û— i.û— 2...a — 77i-f-i.6.6-— 1.6— 2..m6— n+i 

* 1 = ' . j ^ 

i*2*o«*»n ce— I .c-^ 2, . .c— ^«^ 1 

La probabilité que sur le nombre /jl de tirages il sortira de A au moins 
m boules blanches , sera la somme des /2 *f- ^ valeurs de II que Ton 



(^ Après les^i tirages qui ont amené m boules blanches et n noires, la cbance d'a- 
mener une blanche dans un nouveau tirage,, dépend de ces nombres m et n^ et est 

égale à -^. Mais pour une personne qui saurait seulement qu'on a tiré de Vume un 

nombre f» de boules, et qui ignorerait la proportion des blanches et des noires 
qui en sont sorties, la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche, dans un nou- 

veau tirage, serait très différente de cette chance -; ; et d'après une note que vient 
de m'adresser M. Emile Mondésir, ancien élève de l'École Polytechnique, la pro- 
babilité dont il s'agit est indépendante des nombres m et 7i , et égale à p comme 

avant les tirages. 
Pour vérifier cette proposition sur un exemple, supposons qu'on ait 

Relativement aux nombres m et n, il y aura trois cas possibles > mais inégale- 
ment probables, savoir m=2ret n=a, ms=i etn=i, msso et n = 2. Les pro- 
babilités de ces trob cas différents, déduites de l'expression de n, seront respec- 
tivement -, -, -; dans ces mêmes cas, les chances de l'arrivée d'nne blanche 
7 7 7 

284 
dans un tiragesubséquent,auront pour valeurs 7, ?, |; d'après les règles des 

n«' 5 et 10, la probabilité complète de l'extraction d'une boule blanche, sera donc 

2 2 A 3 I /x 
k somme des produits dé - et ^, - et =, ~ ^^ i' l&quelle somme est effective- 

ment égale à ^, ou à - . Je renverrai, pour la démonstration générale, à la note de 

M. Mondésir, qu'il se propose d'insérer dans le journal de M. Liouville. 

La proposition est évidente quand on a â = $j car dans ce cas , pour une per- 
sonne qui ne connaît pas les boules extraites de l'urne, il n'y a pas plus de UMson 
de croire, après comme avant cette extraction, à l'arrivée d'une boUle blanchie qu'à 



Jiâwtà 
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obtient , en mettant successivement an lieu de met n dans cette der- 
nière formule, fc et zéro, ft — i et i j ft — 2 et 2, . . ./* — n et w. 
En désignant cette probabilité par P, nous aurons , de cette manière , 

P.C.C— i.c — 2...C — ft+i = a.a — i.a — 2. ..a — At+ i 

-f-ftô.a.a— i.fl— 2.#.a— fc+2 

jutLJtH^.b.b — i.a. a— i.a— 2. . .a — a-f- 3 



I • 2 • o 



Dans le cas de m es o et /i ?s: /Et ^ on devra avoir P = 1 ; on en con<- 
dut donc 

ce— i.c — 2...C — /it-|- I ssa.a — i.a — 2.. .a— fc + i 

+ fc.i.a.a — i.a — 2.,.a — /u + 2 

' i.a 
+ ^*^"" ''a"^ ^ ,6,^— 'i>6-^2.a,a-i»a— '2. ..n — /^+4 

I «a* J 



+ ^t.è.6— i.A — 2. . .^ — /ii-^-2.a 
+ 6.6 — i,6— 2...6— /tA-|-i; 



celle d'une boule noire; et par conséquent, la probabilité' d'amener une boule 
blanche, reste toujours égale a ^. On peut aussi remarquer que cette proposition s'ac- 
corde, dans le cas où les nombres a et 6 sont infinis^ avec une autre qui sera démon- 
trée dans lasuite de cet outrage, et suivant laquelle il est certain que les nombres m 
et n seront entre eux commet et 6;alorS| on est donc assuré que les nombres 
a' et à' y des boules restantes dans l'urne sont encore entre eux comme â et b - en sorte 
que la chance et la probabilité de 'l'arrivée d'une nouvelle boule blanche^ ne sont 

#^ ' a' a 

plus distinctes l'une de l'autre, et ont pour valeur le rapport -7 égal à -. 

c c 
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ce qni coïncide avec une fomiule connue et analogue à celle du bi- 
nôme. Dans cette fomiule et dans toutes celles de ce genre ^ chaque 
quantité telle que a. a — i.a — 2. • .a -^ m + i ; est un produit de m 
facteurs pour lequel on doit prendre l'unité quand m = o: d'où il 
rés ulte que cette formule ne convient pas au cas de /tt = o ; exception 
qui a lieu également pour la formule du binôme appliquée à la puis- 
sance zéro. 

(19). Au lieu de faire /t tirages successifs sans remettre les boules 
sorties de A, il est évident que la probabilité d'amener m boules 
blanches et n boules noires serait encore la méme^ si l'on tirait en 
une seule fois m + n ou jtt boules de cette urne. C'est effectivement ce 
qu'on peut vérifier de la manière suivante. 

7e désigne généralement par G^ le nombre de groupes composés 
chacun de /t boules , que Ton peut formet* avec les c boules contenues 
dans A. On aura 

^ 1.2.3...^ 

En effet, pour former tous ces groupes au moyen de ceux de /a — i 
boules^ il faudra combiner chacun de ceux-ci avec les c — /tc4"i boules 
qu'il ne contient pas; ce qui donnerait un nombre (c — ft«^i)6yu-.i 
de groupes de fi boules; mais eomme il 7 a un nombre fi de groupes 
Ae /i"^! boules qui donnent un même groupe de^tc boules; on devra 
diviser ce produit {c — /Mt -f* ! ) G^ - 1 par jtt pour avoir le nombre de 
groupes différents, 'composés de jet boules. On aura donc 

or, pour f^= I, on a évidemment G, =c; si donc on fait successive- 
ment /Le=2, =:5, £=4 ^te*f îl en résultera 



G.ss?-— ^.G.sss 



i.a ' 



P C— 3 p c.C'^ i.c— 2.tf — 3 

* 4 ' * 1.2.3.4 ' 



et enfin l'expression de G^ qu'il s'agissait de démontrer. 



^# 
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En représentant ce que devient G« par G «, lorsqu'on y change c 
et /M en a et m, et part G'',, quand on y fait le changement de c et fc 
en 6 et 7? , nous aurons de même 

, = ^ . 

I •2«o. • .n 

Le produit de G'„ et G'» sera le nombre de groupes de m+zi ou fi 
boules que l'on peut former avec les a 4-^ ou c boules contenues 
dans A, et dont chacun renfermera m boules blanches et n boules noi^ 
res;la probabilité d'amener un de ^es. groupes en tirant à la fois/c 
boules de l'urne A , est d'ailleurs égale à leur nombre divisé par celui 
de tous les groupes de fi boules que A renferme , c'est-à-dire à cq 
produit G'gfi'mf divisé par G^; en la désignant par ïl, on aura donc 

ce qui coïncide avec la valeur de fl du numéro précédent. L'ex-» 
pression de P du même numéro est aussi la probabilité d'amener 
au moins m boules blanches en tirant à la fois /jl boules de l'urne A. 

(ao). Dans l'exemple de ce n*" 1 8, la chance de l'événement £ 
variait pendant les épreuves, parce qu'à chaque nouvelle épreuve, 
elle dépendait des nombres de fois que E et l'événement contraire F 
avaient eu lieu précédemment; mais il y a d'autres cpiestions dans 
lesquelles ces deux événements , d'une nature quelconque , ont des 
chances propres, indépendantes à chaque épreuve, de ce qui est 
arrivé jusque là , et qui varient d'une épreuve à une autre. 

Généralement, dans une série de /u épreuves que l'on va faire ou 
qui ont eu lieu, soient />, et q^ les chances de E et F à la première « 
épreuve j p^ et q^ à la seconde. ... p^ et 9^ à la dernière, de sorte 
qu'on ait 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 65 

Pour obtenir la probabilité que E arrivera ou est arrivé uo nombre 
m de fois et F un nombre n ou /JL^^m^ dans un ordre quelconque , je 
désigne par P„ le produit d'un nombre m des fractions /i,, p^^ p^, , . .p^^y 
et par Q, celui d'un nombre n des fractions 9, ^ qr,, ^s , . . . .ç^, qui 
n'entrent dans aucun» des équations précédentes^ avec l'une des frac- 
tions comprises dans P» , de manière que si P« renferme la fi*action 
quelconque Pi 9 la fraction correspondante Çi n'entrera pas dansQaf et 
que si P„ ne contient pas p^^ la fraction qi entrera dans Q.. Je 
multiplie ensuite ces deux produits P„ et Q.Tun par l'autre, puis je fais 
la somme de toutes les quantités possibles P^Q,, ainsi formées, 
et dont le nombre sera celui que l'on a désigné par K dans le n"" 14 : 
cette somme exprimera la probabilité demandée. 

On peut énoncer cette règle d'une autre manière qui nous sera utile 
dans la suite. 

Soient 1^ et f^ deux quantités indéterminées; faisons 

de manière que R exprime un produit de fi on m^i^n facteurs. Si l'on 
effectue ce produit, on aura un polynôme de /jl+i termes, ordonné 
suivant les puissances de u et de v. Or, le coefficient de u"(^ dans ce 
polynôme sera la probabilité que nous considérons, de l'arrivée m fois 
de E et 71 fois de F, dans un ordre quelconque. Prenons , par exem- 
ple, m =3. Nous aurons 

R = uYP4^s + «i V (ptp^qs -+- PxP^u + p.p^, ) 

Ije coefficient de Ma est évidemment la probabilité de l'arrivée de trois 
fois E ; le coefficient de u^v est celle de l'arrivée de deux fois E et une 
fois F, ce qui peut avoir lieu parce que E arrive aux deux premières 
épreuves et F à la dernière , F à la seconde épreuve et E aux deux 
autres, F à la première épreuve et E aux.deux dernières; le coefficient 
de us^^ exprime de même la probabilité de l'arrivée de deux fois F et 
d'une fois E; enfin, celui de p' est évidemment la probabilité de l'ar- 
rivée de trois fois F. 

Si à chaque épreuve, E peut avoir lieu de plusieurs manières égale- 
ment possibles, on prendra pour la chance de E à cette épreuve, con- 

9 
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fbnMment à ]a règle du n*" lO, la somme des probabilités respectives de 
ces diterses manière», divisée par lenr nombre. Ea retranchant de l'u- 
nité cette chance moyenne de E, on aura celle de F ; et c'est d'après 
ces deux chances oûioyennes a chaque épreuve^ <jae l'on devra calculer 
la probabilité <|ne E et F arriveront m et n fois dans 99t-f* n épreuves , 
ou celle de tout autre événement composé de E et F. Quoique les 
chances prartielles de E et F varient en nombre et en grandeur, d'une 
épreuve k une autre; si leurs chances moyennes demeurent constan- 
tes, les probabilités des événements composés suivront les mêmes 
lois que dans le cas des chances invariables. 

(21). Une des applications les plus fréquentes du calcvt des prc^- 
bilités a pour objet de déterminer les avantages ou les d^vantages 
attachés aux choses éventuelles , d'après le gain ou la p^rte qu'elles 
doivent produire , et les chances de leurs arrivées. Elle est floodée sur 
la règle suivante. 

Supposons que l'un des événements E, F, G, H, etc., en nombre 
quelconque, doive avoir lieu; et désignons leurs probabilités par 
Pf ?f O ^f c^C' 9 d^ sorte qu^on ait 

Supposons aussi qu'un gain g soit attaché à Tarrivée de E pour une 
première personne, à celle de F pour une deuxième personne, etc. ; si 
toutes ces personnes conviennent de partager g avant que le sort ait 
décidé, ou bien, 9 elles y sont obligées par des raisons «f uelconques , 
ce gain devra être partagé entre elles proportiouieUement à leurs 
probabilités respectives <le gagner, c'est-à-dire, que gp devra être la 
part de la première personne, gq celle de la seconde, etc. 

En effet 9 soit m Je nombre de tous les cas -également possibles , et 
parmi ces cas^ soient a, b, c, d, etc., les nombres de ceux qui sont 
'favorable9 à 1E^, F, G^ H, etc. , de manière qu'on ait 



^ + ^ + ^ + ^+ etc. = m , 



et ensuite 



a a c d ^ 

p=^''9 a=-*> ^=— î •y=— j etc. 
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S'il y arait un nombre m de personnes dont chacune dût gagûer par 
l'arrivée de Fun des m cas possibles, il est évident qu'il faudrait diviser g 

également entre elles tontes, et que —g serait la part de chacune ; or, la 

personne dont/? est la probabilité de gagner^ ou qui a pour elle un nom- 
bre a de cas possibles, devra aussi réunir un pareil nombre de ces parts 

égales; sa part entière devra donc être — g , ou pg-y et de même celles 

des autres personnes seront qg, rg, sg, etc. 

Dans les jeux déjà commencés, cette règle fera connaître ce qui re- 
viendrait à chaque joueur d'après sa probabilité d'achever de gagner 
la partie, si Ton convenait de se séparer avant delà terminer. On en con- 
clut aussi que la mise de chaque joueur avant que la partie commence 

doit être proportionnelle à sa chance de la gagner; car si, au lieu de 
jouer, on convenait de se séparer, chaque joueur devrait retirer sa 
mise; et, d'après la règle précédente, ce qui lui reviendrait devrait 
aussi être égal à la sornme des mises, multipliée par la probabilité de ga- 
gner la partie entière. Cette probabilité, dans les jeux de pur hasard , 
dépend des règles du jeu^ et peut se calculer à priori, quand elles ne 
sont pas très compliquées. Dans les jeux où le succès dépend de l'habi- 
Jeté de chaque joueur, sa probabilité de gagner est fondée ordinaire- 
ment sur sa réputation, et ne pourrait être déterminée, avec quel- 
que exactitude^ que par une longue expérience. 

Les probabilités de deux événements contraires E et F étant p etq, 
de sorte qu'on ait.p -1-^= i, si A parie une somme a pour l'arrivée 
de E, et B une somme 6 pour celle de F, il faudra pour que les paris 
soient égaux , que ces sommes a et £ soient entre elles comme /? et 9, 
ou qu'on ait 

pCzszqa. 

Mais on ne doit pas oublier que ces probabilités peiq sont, en géné- 
ral , différentes des chances propres de E et F^ et dépendent des con- 
naissances que A et B peuvent avoir en ce qui concerne ces événements. 
Si ces probabilités sont fondées sur les mêmes connaissances pour A et 
pour B, le pari est équitable, quoiqu'il puisse favoriser beaucoup Tune 
de ces deux personnes aux dépens de l'autre. Si dles n'ont pas les 
mêmes données sur les événements E et F, la proportion des sommes 

9- 



68 RECHERCHES 

a et C n'est plus celle des probabilités que A et B supposaient à ces 
ëyénements, et il n'y a plus moyen de la régler équitablement. 

(22). On calculera sans peine, au moyen des formules du n** 19, les 
diverses chances de la loterie de France^ heureusement supprimée par 
une loi récente. En les comparant aux multiples des mises que la lo- 
terie payait pour les billets gagnants, on verra que ces multiples 
étaient beaucoup au-dessous de ceux qu'elle aurait dû payer pour que 
le jeu fût égal, et qu il en résultait pour la loterie, aux dépens des 
joueurs, un avantage exorbitant que la loi aurait puni comme illicite, 
dans une spéculation particulière. 

Soient, en général, n le nombre de numéros dont une loterie est 
composée, m celui des numéros qui sortent à chaque tirage, l le nom- 
bre de ceux qui sont portés sur le billet qu'un joueur a choisi, et A la 
probabilité que ces derniers numéros sortiront. Les nombres de grou- 
pes de / numéros qu'on peut former, soit avec les n numéros de la lo- 
terie, soit avec les m numéros qui sortent à chaque tirage, seront, d'a- 
près les formules du numéro cité, 

n.n— 1. 71 — 2... n — /^^- i m.m— i.m— 2. . .ifi-^/+ i 

et la probabilité X aura pour valeur le rapport du second nombre au 
premier, c'est-à-dire, 

"^ n.n— 1.71 — 2...n — /-f-i 

Ea prenant pour unité, la mise du joueur, celle de la loterie devra 
être le rapport de i— A à A; et en cas de gain, la loterie devra aussi 
rendre au joueur la mise qu'il a payée d'avance; si l'on appelle /ut le 
multiple de cette mise que la loterie devra payer au gagnant, ou aura 
donc 

Soit aussi a: le nombre de tirages nécessaire pour que l'on puisse pa- 
rier un contre un, que les numéros portés au billet du joueur sorti- 
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root an moins une fois; on aura, d'après la règle du n* 8 j 

et quand la probabilité A sera une très petite fraction, il en r&ultera^ 
à très peu près, 

en prenant 0,693 1 5 pour le logarithn^e népérien du nombre x. 
Dans la loterie de France, on avait 

it=go, m=s5. 

Pour un terne y il &Uait prendre /=5; d'où il résultait 

543 
^= 00.89.6^ ^ ;a=ii748, a: = 8i45,i5... 

La loterie aurait donc dû payer au gagnant, pour que le jeu fût 
égal, 1 1743 fois sa mise : elle lui payait seulement 55oo fois, c'est-à- 
dire, moins de moitié. La disproportion était encore plus grande dans 
le cas du quateme et du quine; elle était moindre pour Vambe et 
Vextrait. Il y avait de l'avantage à parier un contre un , qu'un terne 
donné sortirait au moins une fois en 81 44 tirages, et du désavantage 
à parier aussi un contre un,, qu'il sortirait en 81 45 épreuves. Relative- 
ment à un numéro désigné d'avance , on aurait 

il y avait donc désavantage à parier un contre un que ce numéro sor« 
tirait au moins ime fois en la tirages, et il aurait fallu i3 tirages^ 
pour qu'il fût avantageux de parier un contre un que ce numéro 
sortirait. Il y avait aussi un contre un à parier que les 90 numéros 
sortiraient au moins une fois en 85 ou 84 tirages (^). 

Parmi les joueurs, les uns choisissaient des numéros parce qu'ils n'é- 

{*) Théorie anafytique des probabiliiés ; page ig8. . 
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taieot pas sortis depuis long-temps, d'autres choisiasaîciil ^ aa con- 
traire, ceux qui sortaient le plus souvent. Ces deux préférences étaient 
également mal fondées : quoique, par exemple, il y eût une probabi-* 

lîté très approchante de la certitude et égale à '— (y^) > ou à peu près 

0,997, qu'un numéro déterminé sortirait au moins une fois dans 1 00 tira- 
ges successifs ; si cependant, il ne fût pas sorti dans les 88 premiers, la 
probabilité de sa sortie dans les 12 derniers aurait toujours été à peu 

près -, comme pour tout autre numéro déterminé. Quant aux numéros 

dont la sortie avait été plus fréquente que celle des autres , cette cir- 
constance ne devait être considérée que comme un effet du hasard , 
compatible avec l'égalité évidente de chance de tous les numéros à cha- 
que tirage. A tous les jeux de hasard où les chances égales ou inégales 
$ont connues d'une manière certaine, les événements passés n'ont au-* 
cune influence sur la probabilité des événements futurs, et toutes les 
combinaisons que les joueurs imaginent ne peuvent augmenter le gain 
ni diminuer la perte , qui résultent de ces chances d'après la règle du 
numéro précédent. 

Dans les jeux publics de Paris, l'avantage du banquier à chaque 
coup est peu considérable : au jeu de trente-et ^quarante par exemple, 
il est un peu au-dessous de onze millièmes de chaque mise (^}; mais à 
raison de la rapidité de ces jeux et du grand nombre de coups qui se 
jouent en peu d'heures, il en résulte pour le banquier des bénéfices as- 
surés, à peu près constants chaque année, et sur lesquels il peut payer 
annuellement cinq à six millions à l'administration publique, qui lui en 
concède le monopole. Ils sont encore plus préjudiciables que la loterie 
ne pouvait l'être ; car l'argent qu'on y joue dans la capitale seulement 
s'élève chaque année à plusieurs centaines de millions, et Surpasse de 
beaucoup celui que Ton mettait à la loterie dans la France entière. 
Ce n'est pas ici le lieu de discuter les raisons que Ton a coutume de don- 
ner pour la conservation des jeux publics; je n'ai jamais pu les trouver 
bonnes; et il devrait suffire que ces jeux fussent la cause de beaucoup de 



(*) VoycE sur les chaoces de ce jeu, le mémoire que j'ai inséré dans le journal 
de M. Gergopue ; tome XVi, n^ 6; décembre 1825. 
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malheurs et peut-être <le crimes, pour que radrainîst ration les interdit 
au lieu de partager les bénéfices qu'ils procurent, avec les hommes aux- 
quels elle en vend le privilège (*). 

(23). Le produit d'un gain et de la probabilité de l'obtenir est ce qu'on 
appelle Y espérance mathématique de chaque personne intéressée dans 
une spéculation quelconque. Si ce gain est 60,000 fr. , par exemple , 

et que ^ soit la chance de l'événement auquel il est attaché, la per- 
sonne qui devra recevoir cette somme éventuellement , pourra 
ccm&idérer le tiers de 60,000 fr.^ comme un bien qu^elle possède, et 
que Ton devrait comprendre dans l'inventaire de sa fortune ac- 
tuelle. 

En général , si quelqu'un doit gagner une somme g à l'arrivée d'un 
événement E, une somme g' à l'arrivée d'un autre événement E^ etc., 
et que les chances de ces événements soient /t, p'^ p*', etc. » soja espérance 
mathém^ique aura pour valeur la somme gp •+- g'p' + g'p' + etc. Lors- 
qu'une ou plusieurs des quantités g , g\ g^, etc., exprimeront des pertes 
que cette pei*sonne aura à craindre, on leur donnera le signe — dans cette 
somme, en conservant le signe + à celles qui sont des gains éven- 
tuels. Selon que la valeur totale de l'espérance sera positive ou néga- 
tive, elle représentera une augmentation ou une diminution du 
surplus de la fortune, et devra être comprise actuellement parmi les 
créances ou les dettes , si Ton ne veut pas attendre l'issue des évé- 
nements. Il est bien entendu que quand les gains ou pertes ne devront 
avoir lieu qu'à des époques éloignées de celle que Ton considère, il 
faudra les escompter pour les convertir en valeurs actuelles^ indé- 
pendamment de leur éventualité. Si g ne doit être payé, à la per^ 
sonne dont on évalue la fortune, que daas un nombre n d'années, 
g' dans un nombre n', etc., ces ijuantités valent aujourd'hui g, g% 
^'j etc.:, divisées respectivement par les puissances n, n', n'', etc.; 
de I 4* 6 , en désignant par 6 le taux de l'intérêt annuel. Par consé- 
quent, si l'on suhUc $ la partie de cette fortune qui résulte de l'es- 

o 
{*) Ce numéro de mon ouvrage était écrit avant que la dernière l#i 4^ ^pance 

eut heureuseAienEt prabibé les jeux de hasard à partir du 1^ janvier i836. 
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pérance mathématique de cette personne , on aura 

€=-^ïî- H- -^ H- -Sil. + etc. 
* (1+6)- ^ (T+ëp ^ (I +#)•• ^ ^^^' 

Pour se charger des gains et pertes que les événements amèneront, 
€ est la somme qu'une autre personne devrait payer aujourd'hui à 
celle-là , ou recevoir d'elle , selon que cette quantité € est positive ou 
négative. 

Le calcul des rentes viagères sur une ou plusieurs têtes , des assu- 
rances sur la vie , des pensions , est fondé sur cette formule et sur les 
tables de mortalité^ ainsi qu'on peut le voir dans les ouvrages qui 
traitent spécialement de ces questions. 

(a4)* Comme l'avantage qu^un gain procure à quelqu'un dé- 
pend de l'état de sa fortune, on a distingué cet avantage relatif, 
d^ l'espérance mathématique, et on l'a nommé espérance morale. 
Lorsqu'il est une quantité infiniment petite, on prend son rapport à 
la fortune actuelle de la personne , pour la mesure de l'espérance mo- 
rale, qui peut d'ailleurs être positive ou négative, selon qu'il s'agit 
d'une augmentation ou d'une diminution éventueUe de cette for- 
tune. Par le calcul intégral , on déduit ensuite de cette mesure des 
conséquences qui s'accordent avec les règles que la prudence indique 
sur la manière dont chacun doit diriger ses spéculations. On a aussi 
trouvé, dans les résultats de ce calcul, des raisons de ne pas jouer, 
même à jeu égal, qui ne sont peut-être pas les meilleures que l'on 
puisse donner. L'argument sans réponse contre le jeu , quand il a cessé 
d'être un simple amusement, c'est qu'il ne crée pas de valeurs^ et que 
les joueurs qui gagnent ne peuvent trouver leur avantage que dans 
le malheur et quelquefois la ruine de ceux qui perdent. Le commerce 
est aussi un jeu, en ce sens que le succès des spéculations les plus 
prudentes, n'a jamais qu'une forte probabilité, et qu'il reste toujours 
des chances de perte que l'habileté et la prévoyance neuvent seulement 
atténuer; mais il augmente la valeur des chos^^Hr leur transport 
d'un lieu dans un autre ; et c'est dans cet accroisselKt de valeur que 
le commerçant trouve sonJ>énéfice, en procurant aussi un avantage 
aux consommateurs. 

(a5). La règle du n* ai, quelque simple et naturelle qu'elle soit, 
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doûne lieu cependant à une diffîciillë'dont on s'est aatrefois*^bea«caup 
occupé. 

Deux personnes A et B jouent k croijc et pile; les conditions du jeu 
sont : I *"• que la partie se terminera lorsque croiûc arrivera ; a», que B 
donnera à A deux francs si croix arrive au premier conp , quatre francs 
s'il arrive au deuxième coup,. • . et geDeralement 2' francs si croia: 
arrive au /i""' coup; 5*. que la partie sera nulle si croix n'arrive 
pas dans les m premiers coups, limitation sans laquelle la pattie 
pourrait être interminable* On suppose que la pièce n'a aucune ten* 
dance à retoimber plutôt sur une face que siir l'autre, de sorte qti'à 

chaque coup , la chance d^amener croix soit - comme celle d'amener 

pile. Il s'ensuit que -^ sera la probabilité que croûr arrivera aun^'^coup 
sans qu'il ait paru auparavant; car, pour cela, il faudra qu'on amène 
pile n — I fois de suite, ce qui a -j^n^ pour probabilité j et que l'on amène 

croix au coup suivant, autre événement dont la probabilité est -« Par 

* «- 

conséquent, la probabilité que croix arrivera au rà*"* coup pour la pre- 
mière fois, aura le produit de -^^ et de -, ou ~ pour valeur. Dans ce 

cas , A recevra a" francs ; ce qui donne un franc pour la valeur corres- 
pondante de son espérance mathématique; et comme elle est la même 
pour chacnn des m coups dont la partie peut se composer, il s'ensuit 
que la valeur entière de l'espérance mathématique de A sera un franc 
répété m fois. Pour que le jeu fût égal , A devrait donc donner m 
francs à B, c'eskà-dire mille francs , un million de francs, si la partie 
pouvait durer JRqn'à mille coups, un million de coups, et même une 
somme infinie, si elle pouvait se prolonger indéfiniment. Cependant, 
il n'y a personne qui exposât une somme un peu considérable, mille 
francs par exemple, à un pareil jeu. Ici la règle de l'espérance mathé- 
matique parait donc en défaut; et c'est pour lever la difficulté que nous 
sigDalonSj^quel'ona imagine la règle de l'espérance morale et sa me- 
sure. Mais on doit remarquer que cette difficulté tient à ce que^ dans les 
conditions du jeu, on a fait abstraction dé la possibilité pour B, de 
payer toutes les sommes que les chances du jeu pourront* valoir à A. 

10 A 
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Quelle qoe grande qu'on la snp^poee , la fortune de B est nécessaire- 
ment limitée; si donc on la désigne par un nombre b de francs, A ne 
pourra jamais recevoir une somme jHus grande que 6; ce qui diminue, 
dans un très grand rapport , son espérance mathématique. 
En e£fet, on aura toujours 

b = 2^(1 + h); 

C étant un nombre entier, et h une quantité positive et plus petite 
que Tunité. Si l'on a C > m, ou seulement Ç sa m, B pourra payer 
toutes les sommes qui échoiront à A; mais dans le cas de ^ < m , B ne 
pourra plus les payer, lorsque croix arrivera pour la première fois au- 
delà des € premiers coups. L'espérance mathématique de A sera 
donc € pour ces premiers coups; mais au-delà, c'est-à-dire pour les 
m — € coups suivants, elle se réduira à la somme constante b ou 

â^(i H" ^)> multipliée par leurs probabilités respectives, depuis -^^ 

jusqu'à — . En désignant donc par € la valeur complète de l'espérance 

mathématique de A, ou ce qu'il doit donner à B pour que le jeu 
soit égal, on aura 

00 9 ce qui est la même chjse, 

e = ê+(,H.i)(i--;J^,),. 

quantité qui n'est plus croissante avec m, et qui e^ au contraire, 
à très peu près indépendante de ce nombre, et se réduit sensiblement à 

quand il est très grand. Or, la fortune de B ne peut jamais être assez 
•^ grande pour que 6 cesse d'être un nombre peu considérable ; et, consé- 

quemment , A ne doit exposer au jeu dont il s'agit , qu'une somme peu 
considérable, comprise entre ^+1 et ^-{-2. Si Ton suppose que 6 soit 
un banquier qui possède cent millions e francS| on trouvera 26 pour 
la plus grande puissance de 2 comprise dans b , c'est-à-dire pour le 
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nombre C; en sorte que A aaraît réellement du désavantage à parier 
:i8 francs on plns^ contre le propriétaire de cette fortune colossale. 

La règle de Tespéranee morale ^ appliquée k cette question (^) , con^ 
duit à une fixation différente de la somme que A peut jouer^ et que 
Ion trouve alors dépendante de la fortune de A et non de celle de B ; 
mais il me semble qu'à ce jeu , c'est la possibilité d'être payé intégra- 
lement par B, qui doit limiter la somme que A doit lui donner avant 
que le jeu commence. 

{26). J€ terminerai ce chapitre par quelques remarques stir t'io-^ 
fluence d'une chance favorable à un événement , sans qu'on sache le- 
quel , et qui augnaente toujours, comme on va le voir, la probabilité 
de la similitude des événements dans une série d'épreuves. 

Au jeu de croix et pile^ par exemple , il y a toujours lieu de croire 
qiV^ la pièce, d'après sa constitution physique, a une tendance un peu 
plus grande à tomber plutôt sur une face que sur l'autre ; mais on 
ignore à priori j si c'est croix ou pile dont l'arrivée est favorisée par 
cette circonstance ; or, cela n'empêche pas qu^elle n'augmente la pro- 
babilité que ce sera la même face qui arrivera plusieurs fois de 

suite. 

Pour le faire voir^ désignons par ? (1 + <^)la chance relative à la 
face que la constitution de la pièce favorise, et; conséquemmenl» 
p2ii. 1^1 -— J^) celle de l'arrivée de l'autre face; de sorte que J^ soit nue 
petite fraction positive dont la yaleur est inconnue , et de sorte aussi 
que l'on ne sache pas laquelle de ces deux chances inégales appartient 
à croix ou à pile. Si l'on doit jouer un seul coup , on n'aura aucune rai- 
son de croire que la face choisie par l'un des joueurs soit la plus on 
la moins'favoriséè ; la probabilité de son arrivée sera donc|; comme 
si cT était zéro. Mais si l'on doit jouer deux coups ^ il y aura de l'avan- 
tage à parier pour la similitude des deux faces qui arriveront. En effet, 
quatre combinaisons pourront avoir lieu : deux pour la similitude^ 
croiX' croix et pile-pile; denx pour la difsîmilitude , croix^pite et pile- 
croix. Les chances des deux premières setont les carrés de 7 (1 -f- /) 
et 7 (1 ^— <r); la probabilité que Tune de ces combinaisons aura lieu 
sera donc, â*après la règle du n^ tOi la somme de ces carrés, on 



9 



(*) Théorie analytique dès probabitUé^ page ^4^9* 
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3f.(i + J^). Les chaDces des denx autres combinaisons seront égales 
entre elles, et exprimées chacune par le produit de 7(1 -f-J^) et 7 (i— J^); 
leur somme , ou la probabilité de la dissimilitude , aura donc ^(i — ^') 
paur valeur; laquelle est moindre que celle de la similitu3e^ dans le 

rapport de là différence i — if • à la somme i + J^*, ou de i -^ — ^j^ 

k l'unité. Si Â parie un franc pour la similitude, et que B parie contre, 
il faudra , pour rendre le jeu égal , que B parie un franc diminué de la 

*Xo^ I 

fraction --r-j^» c'^^'^*^^^^P^up^9^^'^^^^^'^^^'^°^^^^^^=^^ 

pair exéniple. 

Lorsque la pièce devra être projetée trois fois de suite , huit combi*» 
naisons différentes pourront avoir Heu : trois fois croix et trois fois pile 
seront celles de la similitude; les six autres lui seront contraires , sa- 
voir, trois composées de deux fois croix et une (ois pile ^ et trois com- 
posées de deux (ois pile et une fois croix» En supposant qu'on eût exac- 
tement / = o , les chances de ces huit combinaisons seraient égales 
entre elles, ef, par conséquent, A pariant toujours pour la similitude, 
sa mise devrait être le tiers de celle de B. Mais «T n'étant sans doute 
pas zéro, cette proportion des mises donnerait à A un avantage encore 
plus grand que dans le cas de deux projections successives. En effet , la 
probabilité de la similitude sera la somme des cubes de 7(1 *f- et) 
et -J (i — J^), qui se réduit à J (i + 5/*); en la retranchant de l'u- 
nité, on aura immédiatement celle de la dissimilitude ou de l'événe- 
. ment contraire, qui aura ainsi \(i — «T*) pour valeur; laquelle est 
* moindre que le triple de la précédente j dans le rapport de i — - J * 

à I + 5/* ou de I 4:^p ^ l'unité^ c'est-à-dire dans un rapport 

plusdésavantageuxque celui de I-—--J—JS à l'unité* On étendra sans 

difficulté ce raisonnement à plus de trois épreuves , et si Ton veut , 
*^ à d'autres jeux où il y ait plus de deux événements possibles, dont 

T les chances inconnues peuvent être inégales. 

Quand deux personnes jouent ensemble, à un jeu où l'habilelé 
peut quelque chose sur le résultat , il n'est pas vraisemblable qu'elles 
soient également habiles ; et cela étant , sans connaître la personne 
qui joue le mieux, il faut parier que ce sera un même joueur qui 
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gagnera les deux premières parties. Mais lors même que l'on con- 
naîtra le joueur le plus habile, on n'aura pas toujours de l'avan- 
tage à parier que ce sera lui qui gagnera ces deux parties; car, sur 
quatre combinaisons qui pourront arriver, on en aurait alors trois 
contre soi et une seule favorable; et quoique celle-ci fini la plus pro- 
bable, sa chance pourrait ne pas balancer celles des trois autres en- 
semble. 

En général I soit p la probabilité connue d'un événement E de nature 
quelconque, et q celle de Févénement contraire F, de sorte qu'on ait 
Z' + 9 = I • Supposons , en outre , qu'une cause quelconque puisse 
augmenter la chance de Tun de ces deux événements, sans qu'on sache 
lequel, et diminuer en même tempscellede l'autre^ d'une fraction incon- 
nue a. Désignons par fO' la probabilité que sur un nombre m d'épreu- 
ves, ce sera le même événement, E ou F, qui arrivera constamment. Si E 
est l'événement favorisé par la chance inconnue, la probabilité de la si- 
militude de m événements successifs, sera, d'après la règle du n* i o , 

car elle pourra avoir lieu de deux manières différentes , c'est-à-dire , ^ 
selon que E ou F arrivera à toutes les épreuves. Si, au contraire, c'est 
F qui est l'événement favorisé, la probabilité de la similitude de m évé- 
nements successifs aura pour expression 

(p— «)" + (? + •)■• 

Or, puisque l'on ignore quel est celui des deux événements E et F dont 
la chance est augmentée ou diminuée, ces deux valeurs différentes de 
la probabilité qui répond à la similitude , sont pour nous également 
possibles j la probabilité de chacune d'elles est donc i; et, toujours par 
la règle du n* 10, la somme de ces deux valeurs multipliées par ^, est la 
probabilité totale de la similitude. Par conséquent , on a 

'^ = H/>+*)- + l(9-«)-+U/>-*)-+K9H-«)-, 

ou , ce qui est la même chose , 

• =:P-hQ, 
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L'ensemble des causes qui concourent à la production d'un événe- 
ment sans influer sur Ja grandeur de sa chance, c'est-à-dire, sur le 
rapport du nombre de cas favorables à son arrivée au nombre total 
des cas possibles , est ce qu'on doit entendre par le hasard. Ainsi , 
par exemple, aux jeux de dés^ l'événement qui arrive à chaque coup, est 
la conséquence du nombre des faces/ des irrégularités de formes et 
de densité que le ^'peut présenter, et des agitations nombreuses qu'on 
lui fait subir dans le cornet. Or , ces agitations sont des causes qui 
n'influent nullement sur la chance de l'arrivée 'd'une face déterminée : 
elles ont pour objet de faire disparaître Tinfluence de la position du 
dé dans le cornet avant ces mouvements, dans la crainte que cette 
position initiale ne soit connue de l'un des joueurs ; et quand ce but est 
atteint, la chance relative à l'arrivée de chaque face, ne dépend plus 
que du nombre des faces , et des défauts du dé qui peuvent rendre les 
chances inégales pour les faces différentes. On dira qu^une chose est 
faite au hasard, lorsqu'elle est exécutée sans rien changer aux chances 
respectives des divers événements qui peuvent arriver. Une urne ren- 
fermant des boules blanches et des boules noires , on en tirera une 
boule au hasard, si l'on ne regarde pas leur disposition dans l'intérieur 
de l'urne avant d'y porter la main : en supposant toutes les boules 
d'un même diamètre, la chance d'amener une boule blanche ne pourra 
évidemment dépendre que du nombre de boules blanches et du nom- 
bre de boules *ires; et l'on démontre qu'elle est égale au rapport du 
premier de ces deux nombres à leur somme. 

' La cause C peut être une chose physique ou une chose morale : au 
jeu de croix et pile^ c'est la constitution physique de la pièce qui 
donne une chance généralement peu différente de J- à l'arrivée de croix 
ou a celle de pile; dans un jugement criminel, la chance de la vérité 
ou de l'erreur du vote de chaque juré est déterminée par sa moralité, 
en comprenant, dans cette cause, sa capacité et sa conscience. Quelque- 
fob la cause C résulte du concours d'une chose morale et d'une chose 
physique: par exemple,%dans chaque espèce de mesures ou d'observa- 
tions, la chance d'une erreur de grandeur donnée, dépend de l'habileté 
de l'observateur et de la construction, plus ou moins parfaite, de l'ins- 
trument dont il fait usage. Mais, dans tous les cas, les diverses causes des 
événements sont considérées, dans le cdlcul des probabilités, indépen^ 
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damment de leurs natare particulière et sous le seul rapport de 
la grandeur des chances qu'elles produisent; et c'est pour cela 
que ce calcul s applique également aux choses morales et aux cho- 
ses physiques. Toutefois, dans la plupart des questions, la chance 
que détermine une cause donnée C n^est pas connue à priori , et la 
cause même d'un événement ou de sa chance est quelquefois inconnue : 
si la chance est constante, on la détermine, comme on le verra par la 
suite, au moyen d'une série d'épreuves suffisamment prolongée; mais 
dans le vote d'un juré, par exemple, la chance d'erreur varie d'un juré 
à un autre, et sans doute , pour un même juré, dans les différentes 
affaires; et la répétition des épreuves , pour chaque juré et chaque es- 
pèce d'affaires, étant impossible , ce n'est pas la chance d'erreur propre 
à un juré que Ton peut déduire de l'observation, mais bien, comme on 
le verra par la suite, une certaine probabilité , relative à l'ensemble des 
jurés de tout le ressort d'une cour d'assises, et qu'il lui suffira de connaître 
pour la solution des problèmes qui sont l'objet spécial de cet ouvrage. 
Il y a souvent plusieurs causes différentes qui peuvent amener, en 
se combinant avec le hasard, un événement donné E ou l'événement 
contraire F ; avant que l'un ou l'autre de ces deux événements ait eu 
lieu , chacune de ces causes a une certaine probabilité , qui change 
après que E ou F a été observé ; or, en supposant connue la chance 
que chacune des causes possibles donnerait, si elle était certaine, à 
l'arrivée de E ou de F, nous allons déterminer d'abord les probabilités de 
toutes ces causes après l'observation, et ensuite la probabilité de 
tout autre événement futur, dépendant des mêmes causes que E et F. 
(38). Soit donc E un événement observé. On suppose que son ar- 
rivée peut être attribuée à un nombre m de causes distinctes , que ces m 
causes sont les seules possibles, qu'elles s'excluent mutuellement, et 
qu'avant l'observation , elles étaient toutes également probables. L'ar- 
rivée de E a rendu ces causes hypothétiques inégalement probables ; il 
s'agit de déterminer la probabilité de chacune d'elles, résultante de 
l'observation ; ce qu'on fera au moyen du théorème suivant. 

La probabilité de chacune des causes possibles d'un événement observé 
est égale à celle que cette cause donnerait à l'événement , si elle était cer- 
taine, divisée par la somme des probabilités de cet événement qui ré- 
sulteraient pareillement de toutes les causes auquel on peut l'attribuer. 

II 
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Ainsi, appelons 

les m caases possibles de rëvéDement E ; soient 

■ 

Pu P%9 Pli* • 'P* > • • 'Pm > 

les probabilités connues de son arrivée, relatives à ces diverses causes ; 
de manière que p. exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la 
cause C. était unique, ou, ce qui est la même chose, si elle était certaine, 
ce qui exclurait toutes les autres. Désignons ensuite par 

les probabilités inconnues de ces mêmes causes ; en sorte que «ar. soit 
la probabilité de la cause C., ou, autrement dit, la probabilité que 
c'est à cette cause qu'est due l'arrivée de E. Il s'agira de prouver qu^on 
doit avoir 






Or , quel que soit Tévénement E , on peut l'assimiler , pour fixer les 
idées, à l'arrivée d'une boule blanche, extraite d'une urne qui conte- 
nait des boules de cette couleur et des boules noires. On supposera , 
pour cette assimilation, qu'il y avait un nombre m de semblables urnes 

Ai j A,, As, • . «Aa, • . .Am, 

dont la boule blanche a pu sortir, et telles que dans Tume quelcon- 
que A. , le rapport du nombre de boules blanches au nombre total de 
boules, soit égal à la fraction /?.. Chacune de ces urnes sur lesquelles la 
main a pu se porter au hasard pour en extraire la boule blanche, re- 
présente une des causes de son arrivée ; l'urne A. répond à la cause C, ; 
et la question consiste à déterminer la probabilité que la boule blan- 
che est sortie de A.. 

Four cela, supposons que Ton réduise les fractions /Iii/'a^/^s, etc., 
au même dénominateur, et que l'on ait ensuite 



ee, «, «, 



py — ^9 A — ^ 9 • • «z^» — ~i • • -p»— -^ ; 
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PL et les rramératenra a,, ««, etc. , étant des nombres entiers. On ne 
changera rien à la chance de tirer une bonle blanche de Furne A. ^ en 
y remplaçant les boules qu'elle contient y par un nombre «. de boules 
blanches et u n nombre (A de boules, tant blanches que noires; et de même 
pour toutes les autres urnes. Le nombre total des boules étant actuelle- 
ment le même dans toutes ces urnes, il résulte du lemme du n^ lo, que 
si on les réunit dans une même urne A, et que l'on donne le n* i à celles 
qui proviennent de A,, le n^ ^ aux boules provenant de A.^ etc., la pro-' 
babilité 9, qu'une boule blanche extraite de l'ensemble de ces ur- 
nes A,, A., A3, etc., provient de A», est la même que la probabilité 
qu'une boule blanche sortie de A, portera le n* 71 ; laquelle a pour va« 
leur le rapport de ee. à la somme des m quantités «, , a^, a^, etc., puis-- 
que cette somme est le nombre total des boules blanches qui seront 
contenues dans A, et que dans cette somme, il y en aura un nombre «» 
qui portera le n* n. On aura donc aussi 



^.= 



<m-«»+«s-H •• • +«•••• +•«•' 



quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes', avec 
.Fezpression de ^, qu'il s'agissait de démontrer. 

(29). En calculant les probabilités de plusieurs événements succes- 
sifs, il faut non-seulement tenir compte de Tinfluence que peut avoir 
l'arrivée de l'un d'eux sur la chance de celui qui le suit (n^ 9) ; mais on 
doit aussi quelquefois avoir égard , dans l'évaluation de cette chance , 
aux probabilités des diverses causes de l'événement précédent, ou des 
différentes manières dont il a pu avoir lieu. C'est ce qu'on verra , par 
exemple, dans le problème suivant. 

Je suppose qu'où ait un nombre m d'urnes A, B, C, D, etc., conte- 
nant des boules blanches et des boules noires , et que les chances d'ex- 
traire une boule blanche soient a , de l'urne A, 6 de B, c de C, etc. On 
tire au hasard une première boule de l'une de ces urnes, puis une se- 
conde boule de l'une des urnes d'où la première n'est pas sortie , puis 
une troisième de l'une des urnes d'où les deux premières ne sont pas 
sorties, etc., c'est-à-dire, qu'après chaque tirage, on supprime Furne 
d'où la boule a été extraite. On demande la probabilité d'amener, de 



II. 
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cette manière , un nombre n de boules blanches , dans un pareil nom- 
bre de tirages; n étant moindre que m on égal à m. 
Faisons, pour abréger, 

[a + 6 + ^ + ^ H" etc. == *c , 

aô H- oc + £tt/+ 6c + bd^cd'^ etc. = J. , 

aie -f- abd + bcd^ etc. = ^s , 

aicrf + etc. :=s ^4 , 

etc. ; 

de sorte que ^i soit la somme des fractions a, b, c, d, etc., que s^ re- 
présente la somme de leurs produits deux à deux dont le nombre est 

~* -, que Sg désigne la somme de leurs produits trois à trois dont 



iit.yit — 1 .Fit — 3 



le nombre est — ^ , etc. La probabilité d'amener une boule 

blanche au premier tirage, sera — j,. Si la boule blanche ou noire, 
extraite à ce tirage , est sortie de A, la probabilité d'amener une boule 
blanche au second tirage aura ~^;^ {s^ — a) pour valeur; cette pro- 
babilité sera — -^^ (^i"^^)f si 1^ première boule est sortie de B; elle 

sera — -— - (s^ — c), si la première boule a été extraite de C; et ainsi 
de suite. De là et des règles des n"" 9 et 10, on conclut 

' ^^ z — I ' *t — , - +etc., 



m'^i m— 1 m— I 



pour la probabilité complète de l'arrivée d'une boule blanche au se- 
cond tirage ; et étant la probabilité que la boule extraite au premier 
est sortie de A, C la probabilité qu'elle est sortie de B, y qu'elle est 
sortie de C, etc. Or, ces probabilités a, Ç, y, etc., ne sont point égales 
entre elles (*) : d'après ce qu'on a vu dans le numéro précédent , on a 

a ^ b ^ A^ 

«=— , C = — , >= — ,etc. ; 



(^ Faute d'avoir eu égard à celte circonstance, la solution de ce problème qui 
se trouve dans le n® 17 de mon mémoire %Qi\di proportion des naissances des deux 
sexes, est inexacte, et j'en ai déduit une busse conséquence. 
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on a aussi , identiquement , 

a ([s^ — a) + 6 (j, — b) +c{s, — £:)H-etc. = 2^^; 

la probabilité d'amener une boule blanche au second tirage deviendra 

«Vf 

donc ; 2_— , De même. la probabilité d^amener une boule blanche 

au troisième tirage sera (^i— ^ — à) , si les deux boules blanches 

OU noires, extraites dans les deux premiers tirages, sont sorties de A 

et B; cette probalniîté sera (.f»— -a — c) , si ces deux boules ont 

été extraites de A et C ; et ainsi de suite. Donc la probabilité d'amener 
une boule Manche au troisième tirage, aura pour yaleur com- 
plète 

g, h, kj etc., désignant les probabilités que les boulet extraites dans 
les deux premiers tirages sont sorties de A et B, de A et C, de B et 
C, etc. ; lesquelles probabilités sont, d'après le numéro pi*écédent, 

gs= — , /i— — , AT— —^ etc., 

et comme on a identiquement 

ab ( j,— a— 6) + oc (j, ^a^c) + bc{s, — b—c) -f- etc. =z= Zs^^ 

la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche au troisième tirage de- 

vieidra (^,3),; 

On continuera sans difficulté ce raisonnement autant qu^oifi voudra. 
Il en résultera 

pour les probabiUtÀ d'amener des boules blanches à chacun des n pre- 
miers tirages; kf probabilité^ demandée sera donc le produit de ee& n 
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fractions (a* 5), qui se réduit à - ^., en faisant 

m (m — i) (m — 2). «..(m — n + O 

I •2.3« • «R 

de sorte que /jl soit le nombre des produits n k n des m lettres 
a, b, Cy dy etc.^ desquels s, est la somme. 

On vérifie cette valeur i^», en observant que chacun de ces pro- 

duits'est la probabilité de tirer n boules blanches de n urnes détermi- 
nées, prises parmi A, B, C, D, etc., et que, par coqséquent, la 
somme de tous ces produits divisée par leur nombre est la probabilité 
d'extraire /t boules blanches de n de cea urnes, prises âu hasard; la- 
quelle probabilité est évidemment la même que celle qu'il s'agissait 
.d'obtenir. Dans le cas de /s = m, on a ft = i, et cette probabilité est 
s„ j ce qui résulte immédiatement de la règle du n* 5. 

(3o). Maintenant, soit E' un autre événement, différent de E, mais 
dépendant des mêmes causes que ron a désignées par C„ Q, Cs» etc. 
Repr^ntons par 

les chances de E' relatives à ces diverses causes, de sorte que/i'. soit la 
probabilité donnée que E' arriverait si la cause C. était certaine; cette 
cause étant seulement probable, et sa probabilité ayant été représentée 
par ^. , l'arrivée de E' en vertu de cette cause, sera un événement com- 
posé dont la chance aura pour expression le produit de ces deux proba- 
bilité (n* 5). De plus, la probabilité complète de E' sera la somme des 
chances relatives aux m manières différentes dont cet événement peut 
avoir lieu (n"" 10), c'est-à-dire, la somme des valeurs dep\ cr^i qi|î se 
rapportent aux m causes possibles C|, (^, Ci^ etc., de E et de E\ En 
désignant par v' cette proba'bilité complète de E' , nous aurons donc 

ou bien, en mettant pour<2r,, ^r., etc., leurs valeurs, 



¥ 



t 



Pt +P» + • • • 'VPm + . . . +pm 
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Telle est U formule qm sert à calcaler la probabilité des événements 
futurs, d'après Tobservation des événements passés. On parvient aussi 
à la même expression, sans l'intermédiaire des causes communes à £ 
et E%. en les considérant conime deux événements composés qui dé- 
pendent d'un même événement simple; 1^ raisonnements qui nou$ y 
ont conduits, s'appliqueraient paiement a cette autre maoière d'envi- 
sager la question; mais on peut, si l'on veut, la faire rentrer immé^ 
diatement dans la précédente. 

En effet, -si E et E' sont deux événements composés d'un même 
événement G, et que G soit susceptible de diffiei^ntes chances 

ë* I S^f • • • êf»> • • • fiU * 

toutes également probables avant que l'événement E ait été observé, 
on pourra les considérer comme autant de causes distinctes de £ et 
de E' ; en prenant donc g» pour la cause qu^ l'on a appejée précédem- 
ment C« , la probabilité de g» sera la valeur de «29*. que nous avons 
trouvée, c^est-à-dire que ^r» sera la probabilité que la chance de G 
est égale à g^ : l'expression précédente de ntr' sera ensuite la probabilité 
de l'arrivée de E' , résultante de m valeurs possibles de la chance de G. 
Dans cette formule, /?» et//, exprimeront les probabilités données des 
arrivées de E et £% si g. était certainement là chance de G. 

(Si). On ne doit pas confondre cette détermination de la pro- 
babilité de E', d'après l'observation de E, avec une in^uence quel*- 
conque de l'arrivée des événements passés sur celle 4ei événe- 
ments futurs, qu'il serait absurde de supposer. Si je suis sur, p^ 
exemple, qu'une urne A renferme trois boules blanchie^ et une boule 
noire, il est certain pour moi que la chance de l'extraction d'une 

boule blanche est p par oon«éq«ent, si £' est la sortie de deux bou- 
les blanches tirées de A, en y remettant la première boule qui sera 
extraite , la chance de E' sera le carré de 7 ou -^^quel que soit l'événe- 
ment E que j'aurai jpu okiprveri.et en supposât qiiie E ^it la sortie 
d'un certain nombjre j^ Jbpulçs Uanches, ejt d'un c^lmQ nombre de 
boules noires , extraites successivemeioit. 4e A ^t inexMfies à cha<}^e lois 
dans cette uroe^ %t. deTr^i tpnjo^^s, »m frvojlr ég^t) k h proportion 
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de ces deux nombres, parier 9 contre 7 pour l'arrivé de E'. Mais lors- 
que la chance derévénementsiinpleG nem'est pas connue, et que jesais 
seulement qu'elle n'est susceptible que de certaines valeurs , l'observa- 
tion de E me fait connaître la probabilité de chacune d'elles, d'où je 
conclus ensuite la probabili^ de E^ Cette observation augmente ou di- 
minue la raison que j'avais de croire à l'arrivée de £', sans influer au- 
cunement sur cet événement futur, ou sur la chance qui lui est pro- 
pre ; de telle sorte que pour quelqu'un qui aurait observé un autre 
événement E, , dépendant du même événement simple G, la raison de 
croire à l'arrivée de E' pourrait être beaucoup plus forte ou beaucoup 
moindre que pour moi; ce qui ne changerait rien à la chance propre de E^ 
Relativement à ce cas de deux personnes, dont l'une a observé un 
événement E, et l'autre un événement Ei, composés tous les deux d'un 
même événement G, il ne faut pas oublier que si E. comprend E et 
quelque chose de plus, l'opinion de la seconde personne sur l'arrivée 
d'un nouvel événement E', dépendant aussi de G , s^ra plus éclairée 
que celle de la première personne, et devra être adoptée préférablement 
( tt* I )• En supposant que l'observation de E, ait conduit à une proba- 
bilité k de l'événement futur E', et jrelle de E à une probabilité h du 
même événement , la seconde personne, sera plus fondée à parier h 
contre i— >A:quela première ^contre 1 — h^ pour l'arrivée de E'; quelles 

que soient d'ailleurs les fractions h et A:, plus grandes ou moindres que -« 

et la diflerence h—'k^ positive ou négative. 

(S^)* Il est bon, avant d'aller plus loin, de donner quelques exemples 
simples de l'usage des expression^ précédentes de «zr. et nar\ que nous 
mettrons d'abord sous la forme abrégée : 

Ip.' ïp, » 

la caractéristique 2 indiquant ui|e somme qui s'étend aux m valeurs de 
l'indice n, depuis 72= i jusqu'à nzszm. 

On sait qu'une urne B renferme m boules blanches ou noires ; on en 
a tiré une blanche; et l'on demande la probabilité qu'elle contenait un 
nombre n de boules de cette couleur. 

Ff ous pouvons faire sur les nombres de boules Uancbte que l'urne 
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contenait, m hypothèses différentes qui consistent à supposer succes- 
sivement qu'elle renfermait m boules blanches, m — i boules blanches 
et une noire, m — 2 boules blanches et deux noires, • • • une boule blan- 
che et m — I noires. Toutes ces hypothèses étant également possibles 
et s'excloant mutuellement, on peut les prendre pour les m causes C. , 
^»f ^sf etc., de révénement E, qui est ici l'extraction d'une boule 
blanche, sortie de B. Or, dans la supposition que parmi les m boules con- 
tenues dans B, il y avait n boules blanches , la probabilité de cette 
extraction serait le rapport de 73 à m, on a donc 



exir 



n 



P'-m> 



'h * 

d'où l'on conclut * ^ ' 



-iP. = 



^P*=\{^+^)^ 



et, par conséquent, 



2/1 



" m(m-f-i)' 



pour la probabilité que B contenait .leffectivement n boules blanches. 
Elle ne peut être \ que ^uand on a m = n = 5. En général , la pro- 
babilité que B ne contienne que des boules blanches, où qu'on ait 

n=rn, après qu'on en a vu Sortir une boule de cette couleur, aura — -^- 

pour valeur; ^ 

Si E' est l'extraction d'une nouvelle boule blanche de B , sa proba- 
bilité «sr'sera différente, selon que la boule blanche déjà sortie aura 
été ou n'aura, pas été remise dans cette urne. 
Dans le premier cas, on aura 



mais on a, comme on sait, 

^ n(n+ I) ___ m{m+i)(m+^) ^^_, m(m4-0 ^ 

II.C. **^ i.a.3 ' i.a. ' 

mm 



Cl 



■ • 
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d'où l'on déduit 

2»'= aS îi^-i^ - 2n = m {m ^ i) (,^m +_i) 

1*2 i.a.3 



et, en conséquence, 






Dans le second cas, le nombre de boules blanches et le nombre total 
de boules que B renferme , étant diminués d une unité à la secq^f 
épreuve, on aura 

, : p', = ^ ~ \ l,p^p'^z=z — -î — - :S,n(n — i)} 

^ ' ■ m— i' r»r » m{m — i) ^ ^' • 

on aura toujours 
et à cause de 

^n{n^ i) (m— i) m(m4- 1) 

i.a "^ 1.2.3 ' 

on en conclura 

^ — 3 

Jja probabilité d'extraire une botile blanche d'une urne , d'où il est 
déjà sorti une boule de cette 'couleur que l'on n'y a pas remise, est 
donc indépendante du nombre m de boules blanches ou noires que 
l'urne renfermait, et toujours égale à f • La râleur de nar' relative au 
premier cas se réduit aussi à cette fraction f , comme cela devait être, 
lorsque m est un nombre très grand et qu'on le considère comme 
infini. 

Sur un nombre quelconque m de boules blanches ou noires que 6 
renfermait primitivement, si l'on savait qu'il en a été extrait m — i 

boules blanches , il y aurait la probabilité — v" 9 ^^^ ^^ boule restante 
est aussi blanche. Oh ne pourrait faire alors que deux hypothèses C. 



j-k 
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« ■ 

et Q , savoir : la supposition C. que les m boules étaient blanches, et 
la supposition C^^ qu'il y avait une seule boule noire. Dans la première 
hypothèse, la probabilité de Tévénement observé est la certitude; 
dans la seconde, cette probabilité, c'est-à-dire la chance d'extraire 
de B les m — - i boules blanches est la même que celle d'y laisser la 
boule noire; et comme, à priori ^ la boule restante peut être égale- 
ment chacune des m bdules contenues dans B, la probabilité que c'est la 

boule noire a — pour valeur. On a donc 



P' 


= I, /).= 


I 

m 


«r,= 




m 


m-t-i 



d'où il résulte 

Pi Tn 

# 

pour la probabilité de la première hypothèse, ou^Mnii est la même 
chose , pour la probabilité que la boule restante dafl^Bne soit blanche 
comme toutes celles qui en ont été extraites. Le cas de m = i n'est 
pas compris dans cette valeur de <z!r„ non plus que dans la seconde des 
deux valeurs précédentes de ^. 

(53). Voici encore une application immédiate des formules précé- 
dentes, dans laquelle on ne connaît pas le nombre total de boules 
blanches ou noires que Turne B renferme; on sait seulement , par 
exemple, que ce nombre ne peut pas excéder trois. L'événement 
observé £ est la sortie de x boules Blanches , dans une série de n ti- 
rages où l'on a remis à chaque fois dans B, la boule blanche ou noire 
qui en était sortie. Si x p'est ni zéro, ni égal à n, on ne pourra faire 
sur les boules contenues dans B que trois hypothèses , savoir : Thypo- 
thèse C, d'une boule blanche et d'une noire , C^^ de deux bcmles 
blanches et d'une noire, Cj de deux boules «oires et d'une blanche. 
Les probabilités de E qui répondent à ces trois causes distinctes, 
seront 

p.=a)-(i)— ; p.=(4)-(i)— , p, = (1)- (f ,-', 

ou , ce qui est la même chose , 
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en faisant pour abréger, 

on aura donc 

pour les probabilite's de C,, C., C3. En prenant pour rëvénement fu- 
tur E', l'extraction d'une nouvelle boule blanche, les probabilités 
de E' relatives à ces trois h3rpothèses seront 



P'. = 7, /. = f, P's = i; 
par conséquent, sa probabilité complète ^' aura pour valeur 




3» 4. 2»+* ^ a'*"* 
Dans le cas de n = axy on aura 



'®*i = ^« 1-^ Q* > 



_ 9! 

9* + 2.8 

8' 

^ZET, = ^BTj = 






g' + a.ô" 

La valeur de «zir^est j, comme cela devait être; caries boules blanches 
et noires étant sorties en même nombre de B, il n'y a pas de raison 
pour croire plutôt à l'arrivée d'une boule blanche qu'à celle d'une 
boule Doîre dans un nouveau tirage. Néanmoins ;» il faudra que 9' 
surpasse le double de 8', ou que x soit plus grand que cinq, pour 
que l'on puisse parier plus d'un contre un , que le nombre de boules 
blanches est le même que celui des boules noires dans B, ou que 
cette urne renferme une boule blanche et une boule noire. La proba- 
bilité ftsr, de cette hypothèse diffère très peu de la certitude, lorsque x 
est un très grand nombre. 
Si / est un nombre entier, et qu'on ait or = 21 et /i s= 5i, il en ré- 



n^a« ■.^~ 
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SDltera 

^; __ H27y + U32)' + ^ (i6y . 
'^"" (îi7)' + (32y+(i6)' ' 

quantité qui difit^rera très peu de | , lorsque / sera très grand. En même 
temps, la probabilité «sr. que B renferme deux boides blanches et une 
boule noire, difiFérera aussi très peu de la certitude. 

Supposons encore que l'on ait n = Zx. La valeur correspondante 
de ^ deviendra 

~ (27)' + (i6)*+(3î^)' ' 

lorsque x sera très grand , elle se réduira à très peu près à ^ , 'et la 
probabilité asT^ que B renfermera une boule blanche et deux boules 
noires, sera aussi à très peu près la certitude* 

Dans les trois cas où le nombre de tirages a été supposé très grand, 
on voit que la probabilité fisr' de l'arrivée d'une nouvelle boule blan- 
che a eu pour valeur très approchée, le rapport du nombre des boules 
blanches sorties de B au nombre total des épreuves , et que , dans cha- 
que cas, ce rapport a aussi été, avec une probabilité très appro- 
chante de la certitude, celui du nombre de boules blanches au 
nombre total de boules contenues dans B, c'est-à-dire la chance propre 
de l'extraction d'une boule blanche de cette urne. On verra effective- 
ment, dans la suite, que quand un événement, d'une nature quelcon- 
que, a été observé un certain nôhibre de fois, dans un très grand 
nombre d'épreuves, le rapport du premier nombre au second est la 
valeur très probable et très approchée de la chance connue ou inconnue 
de cet événement. Dans l'exemple que nous considérons, cette chance 

ne pouvant être que -, ^ * â» î' s'ensuit que les valeurs - =-,=-, = ^ ^ 

sont aussi les seules qu'on doive supposer, avec vraisemblance , quand 
:r et 71 sont de très grands nombres. 

(34) • Nous avons supposé, dans ce qui précède, qu'avant l'arrivée 
de E toutes les causes C,, Q, C3, etc., auxquelles on peut attribuer 
cet événement étaient également possibles; mais si l'on avair à priori 
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quelque raison de croire plutôt à l'existence de l'une de ces causes qik'à 
celle d'une autre , il serait nécessaire d'avoir égard à cette inégalité des 
chances de C, , C^, C3, etc., antérieures k Tobservation , d'ans l'éva- 
luation des probabilités que ces diverses causes ont acquises après 
l'arrivée de E. Cette nécessité est un point important de la théorie des 
probabilités, surtout dans la question relative aux jogementsi des 
tribunaux , ainsi qu'on l'a^ expliqué dans le préambule de cet ouvrage. 
La démonstration du n*" a8 est d'ailleurs facile à étendre au cas général 
où les causes de E avaient, antérieurement à l'observation, des proba- 
bilités quelconques dont les valeurs sont données. 

En effet, comme dans ce numéro, remplaçons l'événement E par 
l'extraction d'une boule blanche qui a pu sortir de l'une des urnes Ai , 
Aft, As, etc., et supposons d'abord que la sortie de chacune d'ellesl à 
été également possible pour toutes. La probabilité qu'elle est sortie de 

l'urne A« sera ^ , en désignant toujours par /?« le rapport du nombre 

de boules blanches au nombre total de boules contenues dans A., et 
étendant la somme 2 à toutes lesi urnes A„ A», A3, etc. Pour d'autres ur- 
nes A«/, A.", etc., comprises parmi celles-là, cette probabilité sera de 

même ^ j ^ , etc. ; d'après la règle du n» 10, la probabilité que U. 

boule blanche est sortie de l'une des urnes A«, A.^ , A.rr , etc., sera la 
somme ' 



A^PaL^t^ 

r/?a X/?„ Xpn 



etc., 



qui se réduira à l'une de ces fractûms nâidtipliée par leur nom-^ 
bre^ lorsque leâ quantités />«, /7»/ , p.», etc., seront égales entre 
elles. 

Cela étant, concevons que les urnes A| , A., 'A3, etc., se composent 
d'un nombre a, d'urnes A| dans chacune desquelles /i. soit le rapport 
de la quantité de boules blanches à celle des boules blanches ou noi- 
res , d'un nombre a^ d'urnes A« dans lesquelles ce rapport soit p» . • • • 
et enfin d'un nombre a^ d'urnes A^ où ce même rapport soit /?i; de ma- 
nière que i exprime le nombre de ces groupes d'urnes semblables , et 
qu'en appelant s le nombre de toutes les urnes , nous ayons 

i = a, -f" ^1^ -f- ^3 -f- • . . • -^ a/. 
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La somme 2p. étendue k toutes les urnes pourra être remplacée par 
celle ci 2a«p« qui s étendra à tous les groupes , ou à touteâ les valeurs 
de rindice n , depuis n=s 1 jusqu'à /i= i. Si donc les urnes A. , A«' , 
A»rr, etCy, forment un des groupes et sont en nombre a., la probabilité 
que la boule blanche extraite de l'une des s urnes , soit sortie de ce 

groupe, aura pour valeur le rapport ^ — , multiplié par ^»; en sorte 

qu'en la désignant par ^« , nous aurons 

Mais avant l'observation , la probabilité que la boule blanche ou 
noire qui serait extraite, sortirait de ce même groupe , était évidem- 
ment -^ ; en la représentant paV 9, , on aura donc 



û« 



?«=T* «•==^î»; 



et si l'on substitue cette valeur de a. dans celle de ^« , et que l'on 
supprime le facteur s qui sera commun au numérateur et au dénomi- 
nateur , il en résultera 



^qnPn 



Cela posd, les différents groupes d'urnes que nous venons de con- 
sidérer, représentent toutes les causes possibles C, ^ C^, C3, etc., de 
l'événement E, dont le nombre est / , et qui étaient inégalement pro- 
bables à priori. La fraction q^ exprime la probabilité, avant l'observa- 
tion , que l'événement qui arriverait serait dû à la cause C. ; après 
l'observation, ^» exprime la probabilité que l'événement E qui a eu 
lieu, a été produit par cette même cause; et comme les causes C,, C«, 
C3, etc., s'excluent mutuellement , q^ et nt^ sont les probabilités, anté- 
rieure et postérieure à l'observation, de l'existence de cette cause ^ 
L'expression de ^« montre donc que la probabilité de chacune des 
causes possibles d'un événement observé , est égale au produit de la 
probabilité ^. de cette cause avant l'observation et de la probabilité /^^ 
qu'elle donnerait à cet événement, si elle était certaine, divisé par la 
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somme 2^./'» des produits semblables , qui se rapportent a toutes les 
causes auxquelles Févénement peut être attribué. 

La probabilité ^' de l'évéuement futur E' qui dépend des mêmes 
causes que E, aura, comme plus haut, 2<zsr.p'. pour valeur , en em- 
ployant dans cette somme l'expression de ^„ que l'on vient de déter* 
miner; ce qui donne 

^qmPm 

Supposons que E' soit aussi observé après E. Soit E* un troisième évé- 
nement dépendant toujours des mêmes causes; et désignons par />%, la 
chance que la cause C,, si elle était certaine, donnerait à l'arrivée fu- 
ture de E'^ La probabilité de cette cause était ^» après l'observation de 
E et avant celle de E'; par la règle, précédente^ elle est devenue 

^'^z , après l'observation de E'; en mettant dans sa valeur celle 

de «tir,, elle devient ~^"^; et en la multipliant par p",, onauralapro- 

babilité de l'arrivée de E", en vertu de la cause C.. Par conséquent, si 

nous désignons par ^ la probabilité complète de cette arrivée , nous 
aurons 






n 



^qnPmp'n ' 

expression qui se déduit aussi de celle de nsr% par la substitution de/i\ 
au lieu de p'.'et dep^^ à la place de/?,. Et, en effet, relativement à 
la cause C,, ce produit p,p\ est la chance de l'événement observé, 
c'est-à-dire , de la succession des événements E et E'. 

(55). Pour donner un exemple très simple de la règle précédente, 
qui pourra servir à en vérifier l'exactitude et la nécessité , je suppose 
que l'on trouve sur une table deux cartes dont les couleurs sont incon- 
nues, et qu'en en retournant une, on observe qu'elle est rouge. On 
ne pourra faire que deux hypothèses sur les couleurs de ces cartes : 
qu'elles sont toutes deux rouges, ou que l'une est rouge et l'autre 
noire. Si l'on ignore absolument d'où ces cartes proviennent, ces 
deux causes hypothétiques de l'événement observé seront également 
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probables à priori; et après l'observation^ la probabilité de la pre- 
mière hypothèse aura ? pour valeur , comme on Ta vu dans un des 

exemples du n° Sa; ^n sorte que Ton pourrait parier deux contre un, 
que la carte non-re tournée est rouge comme la carte retournée. Mais il 
n*tti sera plus de même, si l'on sait, par exemple, que les deux cartes 
dut été prises au hasard dans un jeu de /^/^ue^ , composé de seize cartes 
rouges et d'autant de cartes noires. Avant l'observation, on aura (n"" 18) 

__^ 16. i5 16,16 

pour les probabilités de la première et de la seconde hypothèse; on «# 
en même temps , 

a 

d OU Ton déduit 

pour la probabilité de la première hypothèse , après l'observation ; de 
manière qu'au lien de deux contre un, il y a, au contraire, moins de 
un contre un, et seulement i5 contre 16 à parier que la carte incon- 
nue est rouge comme celle qui a été retonrnée. Cette valeur de ^r, se 
'Vérifie immédiatement ; car il est évident que la question est la même 
que si, après avoir tiré une carte rouge du jeu entier, on demandait l{t 
probabilité de tirer encore une carte rouge des Si cartes restantes et 
qui n'en contiennent plus que 1 5 de cette couleur. 
^ En général , si Ton a un tas de m cartes dont a rouges et b noires ^ 
que l'on y prenne au hasard un nombre n de cartes, et qu^en re- 
tournant un nombre /i — i de celles-ci , ou en trouve af rouges et 
b' noires , on obtiendra, par la règle précédente, 

pour la probabilité «w, que la /i""" carte est rouge, et pour la probabi- 

i3 
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lité <zir. qu'elle est noire* Cette valeur de «zr, est aussi , comme cela de- 
vait être, la probabilité de tirer uue carte rouge du tas primitif, réduit 
à m -^71 + 1 cartes, dont a^^a! rouges, par l'extraction de ^rouges 
et V lioires. La valeur de m^ se vérifie de même.; à cause de a-^h^=im 
et a'-f-é'«=/i — î, on a d'ailleurs 4r,-j-<ïr,=:i. 

(56). La conséquence générale de la règle du n* 34 y est que si deux 
événements E et E^ dépendent d'une même cause , la probabilité de 
révénement futur E' ne résultera pasr seulenàent de levénement . ob* 
serve E : on devra avoir égard dans son évaluation aux connaissances 
antérieures à l'observation que Ton pouvait avoir sur ce qui concerne 
la cause commune de E et E^ ; de telle sorte que la probabilité d^ E' 
pourra être différente pour deux personnes qui auront observé le 
même événement E , mais qui avaient auparavant des données diflfé* 
rentes sur la question. ' > 

De même, dans les questions de doute ou de critique auxquelles 
s'applique aussi le calcul des probabilités (n"* 3); lorsqu'il s'agira de 
savoir si un fait attesté par un témoin est vrai ou fau^, on devra tenir 
compte , non-seulement de la chance d'erreur du témoin, mais encore 
de nos connaissances antérieures à son témoignage. 

Ainsi, en représentant par p la probabilité que le témoin ne nojus 
trompe pas, involontairement ou à dessein, et par q la probabilité de 
la vérité du fait avant quil fût attesté par le témoin, sa prob^ilité 
après le témoignage dépendra de /> et ^ , et se déterminera de là ma- 
nière suivante. 

L'événement observé est ici Tattestation d'un fait qui* n'est, point 
Incontestable. Dans la supposition qu'il est vrai, le témoin ne nous 
trompe pas, et p est, par conséquent, la probabilité de l'événement Sa 
probabilité est i -^^ dans l'hypothèse que le fait est faux, puisqu'a- 
lors le témoin nous trompe. Avant le témoignage, j' était la probabi- 
lité de la première hypothèse et i -— ^ celle de la seconde. En appe- 
lant r la probabilité de la première hypothèse, ou de la vérité du fait, 
après le témoignage qui l'atteste, on aura donc, par la règle du n^ 34, 

P<i 



On tire de là 
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ce qui montre que la différence r — ç est de même signe que p — ^; 
d*oii il résulte que le témoignage augmente ou diminue la probabilité 
de la vérité du fait, qui avait lieu auparavant^ selon qu'on suppose 
p > 7 ou p < ~ : la différence «st nulle et le témoignage ne change 
rien à la probabilité antérieure j dans le cas de /7 = ^, où il y |^ un 
contre un à parier que le témoin dit ou ne dit pas la vérité. Lorsque , 
à priori , on n*a aucune raison de croire plutôt à la vérité qu'à la faus- 
seté du fait que le témoin atteste , la probabilité q est 7 ; il s'ensuit 
r^^P'y et, dans ce cas, la probabilité que le fait est vrai, ne dépend 
plus que de la véracité et des lumières du témoin. 

On ne peut pas supposer qjie Tune des deux quantités p et q soit l'u- 
nité ^t l'autre zéro; mais sip approche beaucoup de lalsertitude et que q 
approche encore plus de l'impossibilité, de manière que le rapport de q 
à I -rrp soit une très petite fraction, la probabilité r sera aussi très 
petite*, et à peu près égale à ce rapport. Cest le cas d'un fait contraire 
aux lois générales de la nature, et attesté par un témoin auquel on accor- 
derait, sans cette opposition, un grand degré de confiance. Ces lois géné- 
rales sont pour nous le résultat de longues séries d'expériences; ce qui 
leur donne, sinon une certitude absolue, du moine une très forte proba- 
bilité, encore augmentée par l'harmonie qu'elles présentent, et qu'au- 
cun témoignage ne saurait balancer. Si donc le fait attesté est contraire 
à ces lois, la probabilité qu'H n'est point inexact sera à très peu près 
nulle av^nt le témoi^age j et en supposant mémele témoin de bonne 
foi , il suffira qu'il ne soit point jinfaillible pour que sa chance d'er- 
reur I — p soit extrêmement grande par rappoH h cette probabité an- 
térieure q] et que la probabilité r, après le témoignage, puisse encore 
être considérée comme insensible. En pareil cas, il serait raisopqa- 
ble de rejeter notre propre témoignage 1^ et de'penser que nous som- 
mes trompés par nos sens qui nous pVésenteraient comnpie vrai, quel- 
que chose de contraire aux lois de la nature. 

(S7). Supposons que le fait dont nous venons de considérer )a pro- 
babilité, soit aussi attesté par un second témoin^ désignons par p' la 
probabilité que ce témoin ne nous trompe pas, et par 1^ la probabilité 
de la vérité du fkit , f^ultante du double témoignage ; en observant 

i3.. 
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que la probabilité de la vérité de ce fait était déjà r, indépendaçiment 
de la seconde attestation^^ on en cdnduta que l'expression de r^ doit se 
déduire de celle de r, par le changement de p et q, eu p' et r; ce qui 
donne 

7 p'r 

p'r + (i—p')(i—r)' 

OU Bien^ en mettant pour r et i — < r feurs valeurs p 



-/ \» 



Si le second témoin atteste la fausseté du fait dont la vérité a été 
affirmée par le premier | on remarquera qu'indépendamment dh se- 
cond témoignage , la probabilité que le iait est faux avait déjà i — r 
pour valeur^ en désignant donc par r, la probabilité de la fausseté du 
fait, résultante des deux attestations contraires, l'expression de r^ 
devra se déduire de celle de r du numéro précédent, par le change- 
ment de p et q, en p' et i -— r, et de cette manière^ on aura 

p'(i-r) 

OU , ce qui est la même chose , 

^_ P'(^-P)O-Ç) 

' p\^-P){i—q)'¥qp{i-p'r 

Dans le cas de p=:p\ cette valeur de r, se réduit à i— -9; et, en 
effet, les deux témoignages contraires et de même poids se détruisent, 
et la probabilité de la fausseté du fait doit demeurer la même qu'au- 
paravant. 

On déterminera de même, sans difficulté, la probabilité qu'un fait 
est vrai ou faux , lorsqu'il est attesté par des témoins et nié^ par d'au- 
tres, en nombre quelconque. Si le fait est attesté par tous les témoins 
à la foi», l'expression de la probabilité qu'il est vrai prendra la forme 
suivante. 

Soit toujours, antérieurement à tous les témoignages, q la proba* 
bilité que le fait est vrai ; désignons par jr^ ce que devient cette proba- 
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bHité après que le fait a été attesté par un nombre quelconque x de 
témoins ;^^_, sera cgtte même probabilité, quand le fait est attesté 
s^lem^t par un nombre 3^^ — i de témoins ; et si Ton représente par 
p avec un nombre j:— i aaccents, c est-à-dire par /?^*"'^, la proba- 
bilité* que le témoin qui n'est pas compris dans ceux-ci y ne nous 
trompe pas, lorsqu'il atteste aussi la vérité du fait, l'e i pression de ^« 
se déduira de celle de r du numéro précédent^ en y mettant p^'"'^ et 
Jx^x au lieu de/? et 9, de sorte que l'on aura 






La valeur àsàj^ sera la probabilité primitive 9; et si l'on £ait successi- 
vement ^ £= ly = 3, := 3| etc., on déduira de cette formule 

r — El V = Éâi etc • 

d'où l'on conclura la valeur de 7*. par Télîmination dej^, , celle de ^3 
par l'éKmination de /«, et ainsi de suite. Mais, si l'on fait, pour 
abréger, 

féquation précédente, aux différences finies du premier ordre, se 
changera en celle-ci : 

dont l'intégrale complète est 



J^-= 



c 



C + (l — C)pip,f3...px 



Y 



en désignant par c la constance arbitraire. En mettant^ — 1 au lieu de 
X dans cette expression de y, , on en déduit effectivement 



î^*^* c + ( I — c). fxf^f% . . .7*-, ' 



t « 
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et ces yaleijtrs jointes à celle de-^^'tendentijdentiqae l'éqdttionnlonné'e. 
On déterminera la constante c au moyen d'une* valeur partic^ilière 
^^Jxj et, si l'on veut, au moyen de celle qui -répond à â:=o; en 
prenant alors Tunîté pour le produit f,f.f3. . .p,, de Jc facteur, il en 
résultera ^o = 9 = c; et, pour un nombre quelconque x de témoins, 
nous aurons ensuite 

Relativement au témoin qui7*épond à l'indice quelconque i, la 
quantité pi est le rapport de la probabilité quil nous trompe à la pro- 
babilité qu'il ne noQS trompe pas, de sorte qu'on a f^ i ou p;<i, selon 
que la première probabilité est supérieure ou inférieure à la seconde 
et fi=: I quand elles sont égales. Si le nombre des témoins est très 
grand et considéré comme infini» et que f, surpasse l'uoité pour tou$ les 
témoins, la probabilité /« de lai^t^ du fait qu'ils attestent sera zéro à 
une exception près ; et au conti^ire , dans ce cas de x infini » catle 
probabilité sera Tunité ou la certitude, aussi à une exception près, 
lorsque pi sera moindre que l'unité pour tous les témoins. L'exception 
aura lieu, quand les quantités />, , f«, fs, etc., décroîtront ou croî- 
tront continuelleaient, mais en s'approcbant indéfiniment de Tu- 
nité. Prenons, par exemple, pour leur terme général, 

p,='i 

TF désignant le rapport de la circonférence au diamètre, et g: une cons^* 
tante donnée qui ne surpassera pas l'unité , afin qu'aucune des quan- 
tités f,^ f., p3, etc., ne soit négative. Par une formule connue, leur 
produit sera égal à cosg; on aura donc 




v^oo "■" 



7+(ï —g) C08^' 



quantité qui différera beaucoup de l'unité, quand g différera de 
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même de - w. Si l'on fait g = h V* — i , la nouvelle coostante h pourra 

être plus petite ou plus grande que l'utiité. Eu désignant par e la hase 
des logaritbiues nepëriens, il en résultera 



et si h ne surpasse pas l'unitc, ou seulement si h n'est pas un très grand 
nomVre , cette probabilité _^^ ne sera pas très ptetife. Toutefois, il sera 
facile de s'assurer que la première valeur de y^ , sera toujours supé- 
rieure à la probabilité <] antérieure aux témoignages, et la seconde 
toujours inférieure. 

.Ces formules supposent que tous les témoignages soient directs; 
nous examinerons tout à l'heure le cas ou un seul est direct, et tous 
les autres sont traditionnels. 

(38). Quand nn témoin ne se borne point à dire qu'une chose 
soit vraie ou fausse, mais qu'il atteste l'arrivée d'un événement, dans 
un cas où il y-en avait plusieurs qui fussent possibles; l'événement 
qu'il peut annoncer, quand il se trompe ou qu'il veut tiomper, n'est 
point unique, et doit être seulement un de ceux qui n'ont point eu ou 
qu'il ne croit point avoir eu Wew, or, cette circonstance influe, 
comme on va le voir, sur la probabilité de l'événement après le témoi- 
gnage, indépendamment de celle qu'il avait auparavant. 

Je sup'pose, pour fixer les idées, qu'une urne A renferme un nom- 
bre (i de boules, dont a, portent le n" i, a, le n" 2,. . . a„ le n' m, de 
sorte qu'on ait 

/i = a,-\-a. + a3 ...+«., 

et que m soit le nombre de nnniéi-os différents que cette urne ren- 
ferme; si nne boule en est sortie, on pourra aussi faire m hypothèses 
différentes C, , C,, C3,...C„, sur le numéro de cette boule; leurs 
probabilités avant aucun témoignage, étant désignées par ^,, q„ Qj, . . . 
<j^, on aura 

»5, = — , o, = -^ , . . . a, = — : 
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et si un téa^oio annonce que la'boule sortie de A porte le n'* n, les pro- 
babilités de cçs hypothèses prendront le» valeurs <Z9^, <ar^^ ^s^v -'^m • 
quSl s'agira d%éétefminer piN" la règle du n* Slf* Ici réyénpmeift ob- 
servé sera laïuionce^ par le fémoini de la sortiêjdu n* n\ chacune des hy- 
pothèses donnera une certainé^jfrobabilité à cet événement; dOnt il 
faudra d'abord formerrexpressk>n;oa représentera par /7,^/7.y/is,^ . .p„, 
ses probabilités' résultantes des m hypothèses; et d'après ces diverses 
uotatiops, C|y ^i9 ^ij Pi 9 répondront à la sorlîe d'm} numéro quelcon- 
que 1^ et 9 en parficuiier / C.,-^., ^., Pmf '^ 1^ sortie àan^'n annoncé 
parleAémoio. I . « . 

Je dési^ùe par u la probabilité*que ce témoin r^ se trompe pas,. et 
par vh. probabilité qu'il ne veut pas tromper; i — u sera la probabi- 
lité qu'il se trompe/ etii — i^ qu'il veut tromper. Dans la ç""' Hypothèse,* 
c est-à-dire, dans la suppositioc^què /^st* réellement l^Qymér« extrait^ 
de A y le témoip ^nnoncé^a la tortie de ce. numéro , s'il ne tromf:^ pas 
et s'il ne veut, pas tnniper, combinaison dtmf la prob&bil|të est ui^ ^r 
la règle du n"" 5. StQ se trompe , il croîra«que la boule sortie dé A i>prf e 
un numéro quelconque n' différent de /i ; et en méme^nips. s'il veut 
tr#mper^ il annoncera 4in numéro diflCerent de nf, ou mis^rmi les 
m — 1 autres numéros ; -la chance qui en résultera pour ïk n* n' 

d'être précisément celui que le témoin anuoncera , sei^ donc —^ — r, 

* . • • • 

en admettant, toutefois, que le témoin n*ait aucune prédilection pour 

un numéro plutôt que pour un autre; par conséqueift^ d'après la règle 
citée, la probabilité que ce numéro'sera annoncé par un témoin qui se 
trompe et qui veut tromper, aura pour valeur le produit des trois frac- 
tions I — w, 1 — ^9 ■ l_ . Soit que le témoin se trompe et ne veuille 

pas tromper, sôit qu'il ne se trompe pas et veuille tromper, le témoin 
n'annoncera pas la sortie du n° n; car, dans le premier cas, il voudra 
annoncer le numéro qu'il crqira sorti et qui ne sera, pas le n*' n, et, 
dans le second, il saura que ce numéro est sorti et ne voudra pas 
l'annoncer. De toute cette discussion et d'après la règle dnn*" lo, on 
conclut 

P^ = ^ + ^-T— ' 




r 
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pour la probabilité complète que lliypothèse C.^ si elle était certaine, 
donnerait à révénement observé. 

Dans l'hypothèse Q, correspondante à la sortie d'un n** i dif- 
férent de 71, le témoin n'annoncera pas le n» h, s'il ne se trompe pas 
et ne veut pas tromper. S'il ne se trompe pas et qu'il veuille trom- 
per^ il saura que le n*" / est sorti, mais il annoncera la sortie de 
l'un des m — i autres numéros; et la chance pour que ce soit 

le n« 72, sera — î — ; d'où il résulte "^ '^^^ pour la probabilité 

m — I m — I * * 

que ce n"* n sera effectivement annoncé par le témoin. S'il se trompe 
et qu'il ne veuille pas tromper , cette probabilité sera égale à 

^ (I — ^; . ^j. |ç témoin pourra croire que le numéro sorti est un 
des m — I numéros différents de i; il annoncera celui qu'il croira soi^i|. 
et sera la chance pour que n soit ce numéro. Enfin ^ si le té- 
moin se trompe et qu'il veuille tromper, il faudra d'abord qu'il croie 
sorti de A , un des m — i numéros différents de celui qu'il annonce ; 

^— sera donc la probabilité qu'il croira sorti un numéro déter- 
miné n'; cette fraction exprimera aussi la probabilité qu'il annoncera 
le n*" 71, parmi les m — i numéros différents de r(; on aura donc 

■' ^ pour la probabilité que le témoin croira, sorti le n* n' et qu'il 

annoncera la sortie de n. La chance qui en résultera pour ce n"* n 

d'être annoncé sera, par conséquent, la fraction p — .^ multipliée 

par le nombre des numéros tels que n! , que le témoin a pu croire 
sortis de A ; lequel nombre est seulement m — 2 , puisque le 
témoin qui se trompe et qui veut tromper, ne peut croire sorti 
ni le n° / qui l'est réellement , ni le n* n qu'il annonce. D'un autre 
côté, la probabilité de cette double erreur est le produit (i — u) 
( !..(;); la probabilité que le n° n sera effectivement annoncé par 
ce témoin , aura donc pour valeur le produit (i— w) (i — p) 

multiplié par la chance -^ — ~ . Je réunis les probabilités de cette 

annonce dans les trois cas distincts où elle peut avoir lieu; il en 
résulte 

14 - 
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^('— <^) I y(i— 11) , (m.^l)(i— »)(! — ») 

P'"^ m — I "l" m— I ^ (iFi— i)» ^ 

pour la probabilité complète de révénement observé , dans une des 
/7i — I hypothèses contraires à la vérité de cet événement. Cette 
valeur àepi est d'ailleurs liée à celle de/), par Féquation 

résultante de ce que la somme des probabilités que le témoin annon- 
cera la sortie du n* n, correspondanle aux m hypothèses Ci, C», €$; . . . . 
Q„ » dok être égale k rmrité. 

Mainteiiaiit $ par la règle dn n* 34 $ nous aurons 

'ST. ^Sl ' m wj SS •* ^ ; 

^•Pn+2î<pi' quPu + ^qifi 

m 

les sommes Z s'iélendaatà toutes les valeurs de l'indice i, depuis i ;i^ i 
jusqu'à i;= m, exoq>té î .s=s a. £t comme la quantité /^^ est indépen- 
dante de if et que la somme des valeurs de ^i, moins celle qui répond 

à I ^ n , est ^~^% Texpréssion de ^^ deviendra 

[(m— T)tty + (i— ii)(i — y)](m— Qg, 

après qu'on y aura subatitué les valeurs de/).; 9., pi, g^^'et multiplié son 
numérateur et son dénominateur parju(m — i)*. Ce sera donc la pro- 
babilité que le numéro n annoncé par le témoin est réellement sorti 
de A; la iirobabîKté qu'il ne Test pas aura 1 — ». pour valem*; et, en 
particulier , celle ^ la sorbe d'^un tout a»ftre numéro déterminé 1 se 
déduira de rex{Nres8Îon de i — «., eu la mubtpUant par le rapport 
de 9i /^i à 2 qipi9 0^ de a^k p -* a»; en sorte que l'on aura 

On doit remarquer que pour obtenir ces résultats, nous avons admis . 
que quand le témoin se trompe ou qulil veut tromper , le numéro 
qu'il annmice est déterminé par le haaârd seulement , et non par quel- 
que cause particulière. Il n'en serait pas de même, lorsqu'il veut 

m 
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tromper, s'il waît ime raison çuekoa^pe pour faire croire à l'arrivée 
d'un numéro phitàt qu'à celle d'un autre, ni quand il se trompe, 
SI son erreur était produite , par exemple , par la ressemblance du 
numéro qu'il croit sorti et qu'il annonce, avec le numéro réellement 
extrait de A, Ces circonstances difficiles à apprécier et dont nous avons 
fait abstraction pourraient influer beaucoup sur la probabilité de la 
sortie du numéro annoncé par le témoin. 

Au lieu de boules portant un nombre m de numéros différents, 
l'urne A pourrait contenir des boules d\in pareil nombre de^ couleurs 
diverses. Si elle renferme seulement des boules blanches et dea boules 
noires, les premières en nombre a et les secondes en nomlnre /hi — a , 
et que la sortie d'une boule blanche soit annoncée par le témoin , on 
fera m = !i et a. = ^r , dans l'expression de 9. ; en désignant par r, 
ce qu'elle devient alors , on aura 

{uv 4. (1 — m) (i — v)-]a 



pour la probabilité qu'il est effectivement sorti une boule blanche 
de A. 

On peut assinoôler à ce cas particulier, celui d'un fait vrai ou faux, 
attesté par un témoin : on prendra pour ce fait l'extraction de la boule 
blanche; r sera la probabilité qu'il est vrai; et son expression devra 
coïncider avec celle dn n"" 56. Nous aurons d'abord 

p=s w + (i— m)(i — p), 

pour la probabilité que le témoin ne nous trompe pas; car cela peut 
avoir lieu parce qu'il ne se trompe pas et ne veut pas trompert ou J>ien 
aussi parce qull se trompe et veut tromper , c'est-à-dire parce que entre 
les deux seules choses possibles, Fextraction d'une bonle blanche et 
celle d'une boule noire , représentant la vérité et la fausseté du fait 
attesté, le témoin croit le contraire de ce qui est, ou dit le contraire 
de ce qu'il croit. La probabilité qu'il nous trompe sera, en même 
temps, 



ce qui se déduit de la valeur de p, ou s'obtient directement en obser- 

i4«* 
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vant que le témoin peut nous tromper, soit qu'il ne se trompe pas 
et veuille tromper, soit qu'il se trompe et ne veuille pas tromper. On 
aura encore 

a u'^ a 

pour les probabilités avant le témoignage , de la vérité et de la faus- 
seté du fait que le témoin atteste. Ces diverses valeurs rendent, en 
effet, l'expression de r du n** 36 identique avec celle que l'on vient 
d'écrire. 

Quand l'urne A ne renferme qu'une seule boule portant chaque nu- 
méro, depuis le n^ i jusqu'au n* m, on a â« = i et /^ = m; Ce qui 
simplifie beaucoup l'expression générale de ^ar. , et la réduit à 



^, = w(; -4- 



m — I 



Cette probabilité que le n'^n annoncé par le témoin est réellement 
sorti de l'urne A , ne difiere pas , dans ce cas , de celle qui a été désignée 
plus haut par p. , c'est-à-dire de la probabilité que le témoin annon- 
cera le n* n, dans la supposition de la sortie de ce numéro. Elle di- 
minue à mesure que le nombre m des numéros contenus dans l'urne 
devient plus grand, et serait égale à la proba|>ilité que le témoin ne 
se trompe ni ne veut tromper, ri ce nombre pouvait devenir infini. 

(59). Il resterait à considérer le cas général où il existe plusieurs 
témoins dont les uns ont une connaissance directe du fait qu'ils attes- 
tent, etlesautres le connaissent seulement par tradition; mais pour ne 
pas donner une trop grande étendue à cette digression sur la proba- 
bilité des témoignages, nous nous bornerons à résoudre une question 
particulière de cette espèce. 

• Nous appellerons T, T,, T.,... T,_,, T,, les témoins dont Je 
nombre sera a? + i. Comme dans le problème précédent, une boule 
a été extraite de l'urne A, son numéro est à la connaissance directe 
dcT, chacun des autres témoins tient de celui qui le précède que 
cette boule portait le n^* fi; en sorte que ce fait est transmis du premier 
témoin T au dernier T,, et de celui-ci à nous, par une chaîne tra- 
ditionnelle, non interrompue. Le témoin T^ étant donc le seul que 
nous ayons entendu, 1 événement observé, dans cette question, est 
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l'attestation, par ce tëmoio, qu'il tient de T^.. que le n° ^iest sorti de A; 
et il s'agit de déterminer la probabilité que ce numéro soit effective- 
ment celui qui a été extrait de cette urne. 

Soient j^, la probabilité de l'événement observé, dans l'hypothèse C,, 

de la sortie du n° n de A, et f^^ dans l'hypothèse Q de l'extraction d'un 

autre n"* 1. En désignant toujours par a^ et a« les nombres de boules 

n« n et n* 1 contenus dans A , et par fx le nombre total de boules que 

cette urne renferme, la fraction — sera, à priori^ la chance de la sor- 



tie du n* /i, et — celle de la s*ortiè du n* /. Par la règle du n* 34 9 nous 



aurons 






tir, = — — ^ ^—f 



pour la probabilité de l'hypothèse C.; la somme 2 s'étendant à tous les 
indices /, depuis/ = i jusqu'à 1= m, excepté i = /i. On verra tout 
à l'heure que l'expression à^y^ est indépendante de / ; et la somme des 
valeurs de ^i, excepté a, , étant fjL — a^f cette valeur de 'zr. est la même 
chose que 



/sr 3=3 7-7 \~^» 



On en déduira la probabilité ^j de toute autre hypothèse Q, en mul- 
tipliant I — nar^ par le rapport de Oià )ea — a,. 

Le problème se réduit donc à la détermination des inconnues^, 
et y, en fonctions de x. Pour cela, je représente par k^ la probabilité 
que le témoin T, ne nous trompe pas, de sorte que i — k^ soit la 
probabilité qu'il nous trompe , involontairement ou à dessein. Le té- 
moin T, annoncera la sortie du n* /2 de A , s'il ne nous trompe pas et 
que T,_, ait aussi annoncé l'extraction de ce n°; combinaison dont la 
probabilité est le produit A,^,.,, dans Thypothèse C., en observant que 
Js^x exprime à l'égard de T,_, , ce que j» représente relativement 
à T«« Il pourra encore annoncer la sortie du n"" n, s'il4|ous|^mpe , et 
qu'en même temps T«., ait annoncé celle d'un autre «umero; dans 
l'hypothèse C«, la probabilité de cette combinaison est le produit 
(i — A',)(i — /«-i); maisla chance que n sera le riigméro qu'annoncera T, 



f9' 
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{Minui les «n -^ I numécos qu'il ne croit pas annooeës par T^^^, , étant 

seulement — ^ — , cette considération réduira à ^'^ ^''^'^ la pro- 

habilité de l'annonce du n"" n. Enfin, le témoin T« n'annoncera 
pas la sortie de ce numéro» soit quand il nous trompera et que T^., 
Taura annoncé , soit quand il ne nous trompera pas et que T«_, aura 
annoncé la sortie d'un autre numéro. Nous aurons donc 

pour la probabilité complète de l'événement observé, dans l'hypothèse 
C.. On trouvera de même 

js — ^*r— . -t- ^ _-j , 

pour cette probabilité dans toute autre hypothèse Q ; en sorte que les 
deux inconnues j^« et ^, dépendront d'une même équation aux diffé- 
rences finies du premier ordre» et ne différeront l'une de l'autre que 
par la constante arbitraire. 

En considérant jr, et daignant cette constante par c , l'intégrale 
complète de l'équation donnée sera 

I j c(mki — i)(m^,— 0....(m^,_,— i) (mA-,— i) 
^' m^^ (m— 0* ^ 

car en y mettant ^ •— i au lieu de jp » on en déduit 



— ^ "^ ' c(m^,— i) (mA:^ — i). . . . (mkx^i — , 

et ces valeurs jointes à celle de jr, rendent identique l'équation donnée. 
Pour déterminer la constante c, je fais j? sas o dans l'intégrale , et 
j'obsen^gj^e^a probabilité jr, qui se nipporte an témoin direct T , 
doit être celle que l'on a désignée par /i. dans le numéro précédent. 
En prenant, dans ce cas de or = o » l'unité pour le produit des fisic- 
teurs que l'intégrale renferme » on aura donc 
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I , nw^'^ I 

« m ' ' m 

Pour une valeur quelconque de ^ , on aura donc ensuite 
où l'on a fait, pour abréger, 

(mA* , — i)(mA', — i). . ..(iv^x — v 

En observant que la probabilité y m r^laUvç w témoin dirept T, dans 
une h/potbèse quebronque Çj différente de €•, d-^it wm ètrç cellç que 
l'on a exprimée par pi dans le numéro précédent, nous aurons de 
même 

quantité indépendante de i, puisque fi| ne dépend pas de ce nombre. 
Je substitue ces valeurs dans celle de ^9*.; il en résulte 

pour la probabiUlé que le i^ n aimoncé par 1^ dernier téwoin T, est 
réellement sorti de l'urne A ; ce qu'il s'^^î^sait 4? détorminer. 
Le produit rispi^éseiité ^t X pewt êtris r^mpAwé par eeluinoi : 

X s= A| A« ^3 • • . h^, 
en faisant, pour abréger, 

m-i— I 

Le nombre m étant toujours plus gr^nd que un, et kg désignant une 
fraction positive qui ne peut pas surpasser Tunité, il s'ensuit que cha- 
cun des facteurs de X pourra être positif ou négatif, sans sortir jamais 
des limites =b i • Lorsque le nombre x des fACteurs sera très grand , ce 
produit sera insensible $ et.tûut-à--fait «ud, si oe nftmbiy éjtaH infini , ren 
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exceptant toutefois les cas particuliers où les facteurs A,, //., Aj, etc., 
formeront une se'rie de fractions continuellement convergentes vers 
Tunité. Cela étant, si l'on néglige dans lexpi'ession de ^,, les 

termes qui contiennent X, elle se réduira à — ; d'où il résulte qu'en 

général^ la probabilité d'un événement qui nous est transmis par une 
chaîné traditionnelle d'un très grand nombre de témoins , ne diffère 
pas sensiblement de la chance propre de cet événement, ou indépen- 
dante du témoignage ; tandis que l'attestation d'un grand nombre de 
témoins directs d'un événement rend sa probabilité très approchante 
de la certitude , lorsqu'il y a pour chacun de ces témoins plus d'un 
contre un à parier qu'il ne nous trompe pas (n* Sy). 

Dans le cas particulier où l'urne A ne contient qu'une seule boule 
de chaque numéro ^ et où l'on a, en conséquence, a. = i et;A = m, 
la valeur de w. se réduit à 

/nr«s= ^[i +(m/>.— i)X], 
en vertu de Téquation du numéro précédent 

Cette probabilité coïncide donc alors avec x*f c'est-à-dire, avec la 
probabilité de l'annonce du n^ n par le témoin T, , dans l'hypothèi^e C„ 
que ce numéro est réellement celui qui a été extrait de A. Mais on ne 
pouvait pas , comme dans la solution que Laplace a donnée de ce pro- 
blème (^), prendre à priori Tune pour l'autre , ces deux probabilités 
7*, et <r« , qui ne sont d'ailleurs identiques que quand le rapport de 
fjL — a. à a. est égal à celui de m — i à l'unité. 

(4o). On peut, si Ton veut, exprimer chacune des quantités. A*,, k\, 
A*3, etc., au moyen du nombre m et des probabilités que le témoin 
auquel elle se rapporte, ne se trompe pas et ne veut pas tromper. 
J'appellerai u,, la probabilité que le témoin quelconque T^ appartenant 
à la chaîne traditionnelle, ne s'est pas trompé, et Vg, la probabilité 



(*) Théorie analytique des probabilités ; page 4^7 
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qu'il n'a pas voulu tromper. Si ces deux circonstances ont concouru, 
le témoin n'aura pas trompé; il aura pu aussi ne pas tromper ^ sHl s'est 

trompé et qu'il ait voulu tromper; mais dans ce second cas, — ^^ est 

la chance qu'il aura annoncé le n"* n, parmi les m — i numéros qu'il 
ne croyait pas sortis de A ; et ces deux cas étant les seuls où il n'aura 
pas trompé, en annonçant ce numéro, la valeur complète de k^, sera 

Kg, = w,/P,/ -f- — — : •• 



pour x'=^Of elle coïncide avec la valeur de /'.du numéro précédent, 
en prenant u^ et v^ pour les quantités u et i^que celle-ci renferme. 

Cette quantité A:^/ est la probabilité qu'on doit attacher au témoignage 
de T«/, ou la valeurj de ce témoignage, considéré en lui-même, c'est- 
à-dire, la raison qu'on a de croire à la sortie d'un n* ti, d'une urne A, 
qui peut contenir un nombre m d'espèces de numéros difierents , lors- 
que l'on sait seulement que cette sortie est attestée par un témoin T«/ 
pour lequel Ug^, et p«/ sont les probabilités qu'il ne se trompe pas et 
qu'il ne veut pas tromper. Si l'on est certain que T,/ se trompe et 
veut tromper , on aura u^, = o et (^«/ = o , et la probabilité k,, que le 
n* n est sorti, résultante de son témoignage, sera néanmoins égale à 

. Ce sera la certitude, dans le cas de m == 2 : et, en effet, le té- 

m— I ' , 

moin annonçant celui des deux numéros qu'il ne croit pas sorti, et 
croyant sorti le numéro qui ne l'est pas, se trouvera avoir annoncé né- 
cessairement la vérité. Dans le cas de mss 5, il^y aura un contre un à 
parier pour la sortie de celui des trois numéros que le témoin aura an- 
noncé; ce qu'on vérifiera aisément par l'énumération de toutes les 

combinaisons possibles; et l'on vérifiera de même la valeur de 

la probabilité k^, relative à un nombre quelconque m. 

On ne doit pas confondre le cas d'un témoin qui se trompe et veut 
(i^^inement tromper, avec celui ou la chaîne traditionnelle est in- 
terrompue, de manière que le témoin T«/., qui précède T«/ n'existe pas. 
U est certain qu'alors le témoin T^ veut tromper, puisqu'il suppose 
l'existence de T^,^^, j on a donc (^«^ = o ; mais la probabilité que T^ ne 

î5 
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se trompe pas> n'est point nulle : ce témoin n'ayant, dans ce cas, au- 
cane notion snr rëvéncment arrivé, h probabilité qu'il annonce le 

nnméro réellement sorti , est -^ ; par k même raison , cW aussi la 

valeur de son témoignage; et en effet, si Ton fait u,, :s -^ et 

i>,,î=so, dans la formule précédente , il vient k^r = — . Cette valeur de 
As, rend nul le facteur h^^, de X, et réduit, par conséquent, la proba- 
bilité ^. de la sortie du n* nà — , c'est-à-dire, à la chance propre de 

cet événement, comme cela doit être évidemment. 

(4i). Au moyen de ht règle relative à la probabilité des causes, 
nous pouvons actuellement compléter ce qui a été dit à la fin du n* 7» 
sur lu tendance de notre esprit à ne pas douter que certains événements 
n'aient une cause spéciale, indépendante du hasard. 

Lorsque nous avons observé un événement qui avait enlui*mém« une 
très faible probabilité ; s^il présente quelque symétrie, ou quelque autre 
chose de remarquable, nous sommes naturellement portés à penser 
qu'il n'est pas Vefiet du hasard, ou plus généralement de la cause unique 
qui lui donnerait cette faible chance , mais qu'il est du à une cause 
plus puissante, telle que la volonté àt quelqu'un qui aurait mi un but 
particulier en le produisant. Si, par exemple, nous trouvons sur une 
table> en cartKitères d'imprimerie , les ^6 lettres de l'alphabet , rangées 
dans l'ordre naturel a, b, c, • . • • x^ Xy h <^^^ <^ faisons aucun doute 
que quelqu'un ne les ait ainsi disposées par un Mie de sa Tok>iiilë ; ce* 
pendant cet arrangement n'est pas en lui-même plus înacprdMble que 
tout autre qui ne iiausf>r^sent6rait rien de remarquable^ et <fue ^Mur cette 
raison nous n hésiterions pas à attribuer au seul hasard. Si ims 36 let- 
tres devaient être tirées successivement et au hasard, d'une unie où 
elles seraient renfermées, il y aurait la même chance qu'ellesarriveraiént 
dans l'ordre naturel^ ou dans uu ordre déterminé d'avance, comme 
celui-ci b^p,w^... 9, â, tf que je choisis arbitrairement : cette cfa^Ke 
serait aussi petite, mais pas moindre, pour le premier arrangeait 
que pour le ^eoend. Se même, si une urne renferme, en nombres 
égaux, des boules Uandies M des boules noires, et qu\ni len doive 
extraire raocemnwneat 1^ bouli», en y remMtant 4 chaque fois la 
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boule extraite y la probabilité que ces Sô boules seront blanches , aura 

pour valeur la 3o* puissance de -, c*est-à-dîre, à peu près l'uqité divi- 

sée par un milliard. Mais la probabilité de la sortie de 3o boules , les 
unes blanches et les autres noires, dans tel ordre et dans telle propor-^ 
tion que l'on voudra assigner d'avance, ne sera ni plus grande ni plus 
petite que celle de Textraction de 5o boules blanches; et il y aura éga- 
lement environ un milliard k parier contre un que cet autre arrange- 
ment déterminé n'arrivera pas. Cependant, si nous voyons sortir de 
Turne 5o fois de suite une boule blanche, nous ne pourrons pas croire 
que cet événement soit dû au hasard, tandis que nous lui attribuerons 
sans difficulté l'arrivée de 5o boules qui ne nous offrira riea de régu- 
lier et de remarquable. 

Ce que nous appelons hasard (n^ 27), produit, pour ainsi dire, 
avec la méipe facilité, un événement que noue trouvons remarquable 
et celui qui ne Test pas. Les événements de la première espèce sont 
beaucoup plus rares que ceux de la seconde, lorsque tous les événements 
également possibles sont très nombreux. Pour cette raison, l'arrivée 
des premiers frappe d'avantage notre esprit; ce qui nous porte à leur 
chercher une cause spéciale. L'existence de cette cause est, en effet, 
très probable ; mais sa grande probabilité ne résulte pas de la rareté 
des événements remarquables s elle est fondée sur un autre principe au- 
quel nous allons appliquer les règle3 précédeminent démontrée^. 

(4:2). Appelons £,,£9, £3, etc., les évéaements remarquables qui 
peuvent avoir lie» » et F, 1 F., F,, etc., les événements non remarqua- 
bles. Lorsqu'il s'agira , par exemple, de 3o boules extraites d'une urne 
qui contient d|çs nombres égaux de boules blaoches et de boules noires, 
]es événements £, , £», Es, etc., seront l'arrivée de 3o boules de la 
même couleur , celle de 5o boules alternativement blanches et noires , 
celle de i5 boules d une couleur suivies de i5 boules de l'aulife cou- 
leur, etc. Dans le cas d'une trentaine de caractères d'imprimerie, rangés 
à la suite l'un de l'autre, les événements £„ £,, E,, etc., seront ceux 
où ces lettres se trouveront disposées^ spit dans l'ordre alphabétique, 
soit dans l'ordre inverse, ou bien ceux où elles formeront une phrase 
de la langue française, ou d'une autre langue. Dans tous les cas, dési- 
gnons par m leur nombre, et par /i celui des autres événements F,, 

. i5.. 
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F., Fj^ etc.; supposons qu'ils soient tous également possibles , lors- 
qu'ils sont dus uniquement au hasard; de sorte qu'en représentant 
alors par p la probabilité de chacun d'eux , on ait 

I 

P^^ m + n* 

aussi bien quand il appartient à la première série , que quand il fait 
partie de la seconde. U n'en sera plus de même , si ces événements 
doivent être produits par une cause particulière C, indépendante de 
la probabil ité/7^ et qui sera, pour fixer les idées, la volonté d'une per- 
sonne et le choix qu'elle fera de l'un d'entre eux. Nous admettrons 
que ce choix sera déterminé par les diverses circonstances qui rendent 
remarquable une partie des événements possibles. Ainsi, il y aura une 
certaine probabilité p^, que le choix de cette personne se portera sur E„ 
une autre probabilité p, qu'il se portera sur E», etc.; il n'y aura au- 
cune probabilité qu'il doive se porter sur un des événements F, , F. , 
Fj , etc. ; et ces divers événements étant les seuls possibles, il faudra 
qu'on ait 

Pi^rh Pu + Ps -i- etc. = I. 

Si les probabilités /7, , p^^p^, etc., sont toutes égales , leur valeur com- 
mune sera ^f ^^ par conséquent, très grande relativement à /?, quand 

le nombre total m -f- /i des cas possibles sera très grand en lui-même 
et par rapport au nombre m des, cas remarquables. Généralement, ces 
probabilités pourront être fort inégales j nous n'avons aucun moyen 
de les connaître ; mais il nous suffira qu'elles soient très grandes eu 
égard à la probabilité p ; ce qui ne peut manquer d'avoir lieu , loi^que 
celle-ci est extrêmement petite, ou le nombre m + n excessive- 
ment grand , comme dans les exemples qu'on vient de citer. 

Tel est le principe dont nous partirons pour déterminer la probabi- 
lité de la cause C, d'après l'observation de l'un des événements E, , 
E,, Es, etc., F,, F,, Fg, etc., ou, du moins, pour foire voir qu'elle 
est très grande, quand l'événement observé appartient à la première 
série. 

Supposons que E, soit cet événement. On pourra faire deux hypo- 
thèses, la première qu'il est dû à la cause C, la seconde qu'il est le ré- 
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^ultat du haaard. Si la première hypothèse était certaine , pt serait la 
probabilité de l'arrivée de E. ; si c'était la seconde qui le fût, cette pro- 
babilité aurait/' pour valeur; en appelant donc r la probabilité de la 
première hypothèse après l'observation , et regardant les deux 'hypo- 
thèses comme paiement probables à priori , nous aurons , par la règle 
dun*!28, 

Pt + P 

Or, il suffit que la probabilité /?. soit très grande eu égard à là très petite 
chance p, pour que cette valeur de r diffère très peu de l'unité ou de la 
certitude. Dans l'un des exemples précédents, où le nombre des événe- 
ments possibles surpassait un milliard, et où p était au^-dessous de l'u- 
nité divisée par mille millions; si l'on suppose que 1000 soit le nombre 
des événements assez remarquables pour déterminer une personne à 
choisir l'un d'entre eux , et si l'on prend l'unité divisée par ce nombre 
pour la valeur de /?, , celle de r différera de l'unité, de moins d'un nîilKo- 
nième, et de beaucoup moins encore, si $ comme on peut le croire, la 
probabilité p, est au-dessus d'un millième. Lors donc que Tun de ces 
événements remarquables, aura été observé, par exemple, l'extrac- 
tion de 3o boules d'une même couleur, tirées d'une urne qui contient, 
en égale proportion , des boules de deux couleurs différentes , on devra 
l'attribuer, sans aucun scrupule, comme on le fait naturellement, à la 
volonté de quelqu'un, ou à toute autre cause spéciale, et ne pas le con- 
sidérer comme un simple effet du hasard. 

Toutefois , la probabilité r de la cause C serait beaucoup diminuée , 
si avant l'observation, son existence et sa non-existence n'étaient pas 
également possibles , comme le supposé la formule précédente, et que 
ce soit sa non-existence qui fût primitivement la plus probable. C'est 
ce qui aura lieu dans l'exemple qu'on vient de citer, lorsqu'on aura pris, 
avant le tirage , beaucoup de précautions pour soustraire l'extraction 
des boules à l'influence d'aucune volonté. En ayant égard à cette cir- 
constance, antérieure à l'observation, la règle du n" 54 rendra sensible 
la diminution de la valeur de r. Cette probabilité sera aussi augmentée 
ou diminuée, quelquefois dans de très grands rapports, quand tous les 
événements E,, Ej», Ej, etc., F,, F», Ff, etc., ne seront point égale- 
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ment possibles : augmentée, si la chance propre de chaqiiie événeoient 
est plus petite pour ceux de la première série que pour les éréne^ 
roenls.de Ift seconde série; diminuée , dans le cas contraire* 

L'haraionie que nous observons dans la nature n'esi| sans doute pas 
l'effet du hasard ; mais par un examen 'attentif et long-temps prolongé, 
on est parvenu, pour un très grand nombre de phénomènes, à en dé ^ 
couvrir les causes physiques qui donnent a leur arrivée, sinon une 
certitude absolue , du moins une probabilité très approchante de l'u- 
nité. En les regardant comme des choses E. , E^ , E3 , etc., qui présen* 
tent des drconstances remarquables, ce serait le cas où ces choses ont 
par elles-mêmes une assez forte probabilité , pour rendre très impro- 
bable et tout-à-fait inutile à considérer, l'intervention de la cause que 
nous avons appelée C. Quant aux phénomènes physiques, dont les 
causes nous sont encore inconnues , il est raisonnable de les attribuer 
à des causes analogues à celles que nous connaissons, et soumises aux 
mêmes lois. Leur nombre diminue au reste de jour en jour, par le 
progrès des sciences : aujourd'hui, par exemple , nous savons ce qui 
produit la foudre , et comment les planètes sont retenues dans leurs 
orbites, connaissances que n'avaient pas nos prédécesseurs; et ceux 
qui viendront après nous, connaîtront les causes d'autres phénomènes, 
actuellement inconnues. 

(43 j. (iOrsque le nombre.de causes distinctes auxquelles on peut at- 
tribuer un. événement observé £ est infini, leurs probabilités, soit 
avants soit après l'arrivée de E, deviennent infiniment petites, et les 
sommes 2 contenues dans les formules des n*' 3a et 54, se changent 
en des intégrales définies. 

Pour effectuer cette transformation , supposons que l'événement ob- 
servé £ soit l'extraction d'une boule blanche , d'uqe urne A qui conte- 
nait une infinité de boules blanches ou noires. On pourra faire sur le 
rapport inconnu du nombre de boules Uanches au nombre total des 
boides, une infinité d'hypothèses que l'on prendra pour autant de 
causes distinctes de l'arrivée de E, et exclusives les unes des autres. 
Désignons ce rapport pAr x , de sorte que x soit une quantité suscepti- 
ble de toutes les valeurs croissantes par degrés infiniment petits, et 
comprises depuis x infiniment petit , qut répond au cas où ïk boule 
ei^traite serait la seule boule blanche que A renfermait, jusqu'à xssu, 
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qui répond à l'autre cas extrême où cette urne ne oontiendrait que 
des boules blanches. 

Représentons aussi par X la probabilité que ce rapport^ si sa valeur 
X était certaine, donnerait à l'arrivée de E, de manière que X soit, 
dans chaque question, une fonction connue de x. En considérant donc 
cette valeur comme une des causes possibles de £, il s'agira de déter- 
miner la probabilité infiniment petite tie x^ soit quand toutes ces cau- 
ses sont également probables avant l'observation, soit quand elles ont, 
à priori , des chances différentes. 

Dans Je premier cas, la probabilité demandée se déduira de la 
quan^té nxtj^ du vi^ a8^ en y supposant m infini^ et y mettant pour p, ^ 
Pm^P^j ^«9 I<^s valeurs de x relatives à toutes celles de X* 

En faisant d'abord usage du signe Z , comme dans le n^ 3a , et ap- 
pelant V la probabilité de x, nous aurons donc 

X 

Mais, d'après le théorème fondamental des intégrales définies^ on aura 
aussi 

: / \dx ; 

par conséquent, si l'on suppose constante ia diffmntiiBBe dx^ et qu'on 
multijdîe fiar dx les deitx ftenms de ia fraction précédente, il en ré« 
suhera 

Xdx 



/: 



En nièiiie temps , si f on désigne par X^ la probabilité correspondante 
a X, dHm évé neme nt ftftur E' qui dépend des mêmes causes que E, 
et par v' la probabilité complète derarriyée de E% on aura, d'après 
ia règle du ti^îo. 



^ 



.T 
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ou , ce qui est la même chose , 

en substituant pour «o* sa valeur précédente^ et changeant la somme 2 
en une intégrale. La quantité X' sera dans chaque exemple une fonc- 
tion donnée de x. 

Dans le cas où les diverses valeurs de x seront inégalement proba- 
bles avant l'observation de E, on désignera par Ydx la probabilité in- 
finiment petite et antérieure à cette observation, de la chance ^ de E ; 
et en mettant Ydx au lieu de 9« dans les formules du n"* 34i on en 
conclura 

pour la probabilité de cette chance x après l'arrivée de E , et 

f'XKTÏdx 



i: 



XYdx 



pour la probabilité de Farrivée future de F. 

(44)- Si Ton est certain, à priori, que la valeur de x ne peut pas 
s'étendre depuis ar=so jusqua Jtr=s i, et qu'elle doit être comprise 
entre des limites données , on prendra ces limites pour celles des 
intégrales définies que ces formules renferment, ou bien, si Ton veut 
conserver leurs limites zéro et Funité, on supposera que Y soit une fonc- 
tion discontinue de x, qui sera nulle en dehors des limites données de 
cette variable. Soit que x soit susceptible de toutes les valeurs depuis 
zéro jusqu'à l'unité , soit que cette variable doive être renfermée en- 
tre des limites données ; si l'on appelle A la probabilité que sa valeur 
inconnue est effectivement comprise , d'après levénement observé E , 
entre d'autres limites plus resserrées que les premières, x sera la somme 
dt» valeurs de « relatives k celles de x qui sont contenues entre ces 
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patres limites; en sorte qu'en désignant celles-ci par aetÇ, on aura 



f^ XYdx 

t 



Dans un calcnl d'approximation^ on pourra employer cette for- 
mule , lorsque le nombre de causes auxquelles Tëvénement E peut 
être attribué , au lieu d'être infini , sera seulement très considérable. 
Supposons, par exemple, que E.soit la sortie de n boules blanches, 
tirées successivement et sans interruption , d'une urne B qui contient 
un tris grand nombre de boules, tant blanches que noires, et dans la* 
quelle , on remet à chaque fois la boule qui en a été extraite. La pro- 
babilité X de E , correspondante à un rapport x du nombre de boules 
blanches au nombre total de boules contenues dans B , sera la puis- 
sance n de ce rapport. Si Ton demande la probabilité que le nombre 
de boules blanches qu'elle renferme excède celui des boules noires , 
on prendra a=s| et Çzssi, dans l'expression de cette probabilités. 
Si i de plus, toutes les valeurs possibles de x étaient paiement proba- 
bles avant les tirages, Y ne variera pa$ avec or, et disparaîtra , en con- 
séquence, de cette expression. On aura donc 

et , par conséquent , 

avec d'autant plus d^exactitude que B contiendra un plus grand nom- 
bre de boules noires ou blanches. Avant les tirages, il y avait un' coon^ 
tre un à parier ^que le nombre des^ blanches excédait celui des noiréa;v|l* 
suffira qu'en tirant une boule de B, elle soit blanche pour qu'on ait A=3 1, 
ou qu'il y ait trois à parier contre un pour la supériorité du nombre de 
boules de cette couleur ; et quand on aura tiré de B im nombre un peu 
considérabWde boules blanches , sans en amener de noires , la proba- 
bilité X que les blanches y sont en plus grand nombre que les noires , 
approchera beaucoup de la certitude. 

16 



■f 
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(45). Ainsi que je l'ai déjà dit (iT So)^ on peut con^dérer E et £' 
comme des événements composés d'un même événement simple G^ et 
liés l'un à l'autre par leur dépendance commune de cet événement. 

La chance de G est inconnue; la probabilité qu'elle a x pour valeur 
est Ydx avant l'arrivée de E, et ^ après cette arrivée } et comme cette 
chance a certainement une des valeurs comprises depuis jr=:o jus- 
qu'à a:s=zi,il faut que la somme deis valeurs correspondantes de Ydx 
soit Tunité, comme cela a déjà lieu pour la somme des valeurs de cd*. La 
fonction donnée Y de x, quelle qu'elle soit d'ailleurs, continue ou dis- 
continue , devra donc toujours satisfaire à la. condition 

Pldx:^!. 

D'après la règle de 1 espérance mathématique (n*" 2S), appliquée à 
la cliancede G, on devra prendre pour sa valeur, avant l'observation 
de£, la somme de toutes ses valeurs possibles, multipliées par leurs 
probabilités respectives , c'est-à-dire, la somme de tous les produits de 
X et de YdXf depuis or =0 jusqu'à x= i. En désig^nt par y, cette 
chance dé G , ou, plus exactement^ ce qu'on doit prendre pour sa va- 
leuP incoimue , avant que E ait été observé, on aura donc 



>=/: 



xYdx; 



et l'on peut remarquer que si Ton considère x etY comme l'abscisse et 
l'ordonnée d'une courbe plane , et si l'on observe que l'aire entière de 
cette courbe, ou l'intégrale fYdx est l'unité, > sera l'abscisse du centre 
de gravité de cette même aire. C'est d'après cette valeur de y prise pour 
la chance de G, que l'on devrait parier pour une première arrivée de cet 
évéoQinent> mais non pas pour plusieurs arrivées successives; car selon 
que G aura* eu lieu ou n'aura pas eu lieu dans une première épreuve, la 
probabilité de son arrivée sera augmentée ou diminuée dans les épreu- 
ves suivantes. 

Si, par exemple, toutes les-Taleurs de x sont également probables 
à priori i la quantité Y devra être indépendante de x; d'après les deux 
éi^ations précédentes , on aura donc 

Y ^ I -V s=: i» 
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6t,^eQ efiet, nous n'avons alors aucune raison de croire , dans une 
première épreuve » à l'arrivée de G plutôt qu'à celle de l'événement 
contraire. Biais si l'on prend pour chacun des événements E et E' l'évé- 
nement simple G| auquel cas on aura, 

X= J7, X = x^ 



il en rmltera 



r XXdx 



pour la probabilité que G étant arrivé une première fois , arrivera 
encore une seconde fois y de manière que la probabilité de son arrivée ^ 
aura atigmenté de ^ ^ de la première à la seconde épreuve. Elle di- 
minuera delà même fraction, et se réduira à ^ — ^ i ou j, à la seconde 
épreuve , lorsque l'événement contraire aura eu lieu à la première ; 
car en prenant celui-ci pour E, et toujours G pourE', c'est-à-dire en 
faisant 

on en conclura 



V' = 






— î> 



pour la probabilité que G n'ayant point en lien la première fois, ar- 
rivera à la seconde épreuve. 

A priori^ la probabilité que G arrivera deux fois de suite Sera, par 
la règle du n** 9, le produit de la probabilité { qu'il aura lieu une 
première fois , et de la probabilité f qu'étant arrivé cette foisrlà , il 
arrivera encore à la seconde épreuve; elle sera donc 7, au lieu de ;;, 
qui serait sa valeur si la probabilité de G était j à la seconde épreuve 
comme à la première. La similitude des deux événements qui arri- 
veront dans les deux premières épreuves , aura une probabilité double 
ou égale à f ; car cette similitude aura Keu, soit par la répétition de G, 

i6.. 
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soit par celle de révënement conlraire $ qui sont toutes deax égale-' 
ment prcdiables. 
Ea ccmiparaDt | oa 7 (i -f- -î) ' ^ ^ probabilité 7(1 + J^) de la 

similitude, que nous avons trouvée dans le n* 27, on aura J^s=s— ^s. 

Lors donc qu'à /^non* nous n'avons aucune donnée sur la chance d'un 
événement G, de sorte que nous puissions supposer également à x 
toutes les valeurs possibles, la probabilité de la similitude dans 
deux épreuves consécutives, est la même que s'il y avait, entre les 

chances de 6 et de l'événement contraire , une difiërence -^ , sans 

que l'on connût la chance la plus favorable. Nous déterminerons 
tout à llieure la probabilité de la similitude dans les cas oii Ton sait 
à priori que toutes les valeurs possibles de or, au lieu d'être également 
possibles , s'écartent très probsd>lement fort peu d'une fraction connue 
ou inconnue. 

(46). Maintenant, Tévénement simple dont la chance est inconnue, 
étant toujours désigné par 6 , appelons H l'événement contraire dont 
la chance sera l'unité diminuée de celle de G, et supposons : i"*, que 
l'événement observé E soit l'arrivée de G un nombre m de fois et de H 
un nombre n de fois , dans un ordre quelconque; a', que l'événement 
fotur E' soit l'arrivée de G un nombre m' de ibis et de H un nombre n' 
de fois, aussi dans un ordre quelconque. 

Pour la valeur x de la chance de G et i — x de celle de H , les 
probabilités X et X' de Ë et E^ seront (n* i4) 

X = Kjc-(i — x)-, X'=K'ar-'(i — x)-'; 
K et K' désignant de3 nombres indépendants de x. On aura donc 

K' r Ya-+"'(i— a:)"+«'rfK 

« « • 

pour la probabilité de F après l'observation de E. Le nombre K a 
disparu de q;tte formule; la valei^r qa'oa y mettra pour K', sera 
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K' 



- 1 • 21 . 3 • • • Tir «1* ^ 



Si E' était l'arrivée de m' et n' événements G et H dans on ordre déter- 
miné y il fisiudrait remplacer K' par l'unité* 

Lorsque avant l'observation de E, on n'aura aucune raison de 
croire aucune des valeurs de .r plus probable qu'une autre ^ on pren- 
dra l'unité pour la quantité Y. Au moyen de l'intégration par partie, 
on a d'ailleurs 

^ar(i ""*y ^*^— ,,,^,^,11^ a.m + 3...m + n.m4-ii+i ^ 

OU p plus simplement , 

en &isant> pour abréger^ 

pour un nombre quelconque i. On 'aura de même 

et à cause de 



il en résultera^ dans le cas dont il s'agit^ 

Afin que cette formule comprenne les cas où Tun des nombres^ m ^ 
fif wly fiffettxro, il y faudra flureP,s=i .Cela étante si Ton an 
et n' sss Of on aura simplement 



nyi 
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ce qui exprimera la probabilité que G arrivera m' fois sans ioterrap- 
tion , après être déjà arrivé m fois sans que révénement contraire H 
art eu lieu. 

Pour m'= I et n' = o, la valeur de ^aK rehtive à Y sîs i , se ré- 
duira à 



«^sr- "• + • 






et pour m' = G eVn' = i , elle devient 

m 4-11+^ 

La somme de ces deux fractions est Tunité; ce qui doit être effective- 
ment , puisque la première ^cprime la probabilité qu'après m + n 
épreuves , G arrivera à répreuve suiyante, et la seconde la probabi- 
* lité que cet événement n'arrivera pas. La première est plus grande ou 

moindre que la seconde/ selon qu'on am>>ftoain^n, cest-i-dire 
selon que dans les m ^n premières épreuves, G est arrivé plus sou- 
vent ou moins souvent qae l'événement contraire H : elles sont égales 
entre elles et à ^ 1 comme atadt les épr^vc» f quand ces deux évé-* 
nements ont eu lieu le même nombre de fois. Mais il n'en sera plus de 
roême,i en général, lorsque roosftjara à priori, soit par la nature de 
^ révénement^, soit par le résultat d'épreuves antérieures à l'événe- 

i ment E, que les valeurs de la chance inconnue de G ne sont pas 

toutes également probables, de telle sorte que Ton n'ait pas Y = 1 : 
non-seulement dans ce cas , la fractioii y du numéro précédent que 
Ton devra prendre pour la chance de G avant les m -f- /z nouvelles 
épreuves ne sera point ^ , mais k l'épreuve suivante , la probabilité de G 
pourra être moindre que y , quoique G soit arrivé plus souvent que 
l'événement contraire^!] , ou plus grande, quoique ce soit G qui aura 
eu lieu le moindre nombre de fois; c'est ce que l'on verra dans 
^exemple suivant. 

(47). Je supposé quil soit très probable, à priori, que lachapce 
de G s'écarte fort peu , en plus ou en moins , â!nne certaine firaction r^ 
de sorte qu'en faisant 



r+i, 
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la quantité Y soit une fonction de z , qui n'a de valeurs sensibles que 
pour de très petites valeurs de cette variable, positives ou négatives. 
Là courbe plane dont a: et Y sont les coordonnées courantes, ne s'é- 
cartera sensiblement de l'axe des abscisses œ , que dans un très petit 
intervalle^ de part et d'autre de l'ordonnée qui répond à a: :=s r} .le 
centre de gravité de l'aire de cette course tombera donc dans cet in- 
tervalle; par conséquent l'abscisse de ce point différera très peu de r; 
et en négligeant cette différence ^ r sera la valeur de la quantité y du 

«• 45- 

Cela posé» 1^ limites des intégrales relatives à z seront les valeurs 
2^~-ret2s=s 1 -»r, qui répondent àâ: = oetx = i;si donc on 
fait m!s^i,n's=z Of dxza dzp dans la première expression de fsr' du 
numéro précédent, il en résultera 



r''^'Yocr{i—xfdz 



pour la probabilité que G arrivera une fois , après avoir eu lieu m fois, 
et l'événement contraire n fois, dans 771 -f- n épreuves. Mais, par la 
nature dn fiK:teur Y compris sous les signes /, on peut , si Ton veut , 
borner ces intégrales à des valeurs très petites de z. Alors, en déve- 
loppant les autres facteurs en séries ordonnées suivant les puissances 
de s; ces séries seront générdement très convergentes': il n'y aurait 
d'exception que si rou i -— rétait aussi une très petite fraction; dans 
tout antra cas , H nous suffira d'en conserver les premiers termes ; et 
en tiégKgèànt le carré de 2, nous aurons 

jç»(j — ar)"=:r"(i — r/-}-[mr"-'(i — r)" — nr^{\ — r)»-']z 

d'<^ ron déduira la valeur de x*"^' (i — x)*, eu y mettant m -|- i 

au Ueu de m. 

Je sidxtitue ces valeurs de a:r* (i — jç)* et de a:""*"' (i — x)^ dans 

Texpresàrion de w' ; j'observe que Ton a 

■ ■ 
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et je fais, poar abf^er, 

Ea négligeant le carre de h^ qni ne pourra être qu'une très petite 
fraction, il vient 

ce qui montre que la probabilité ^ de l'arrivée de G après les m -|- n 
épretives , est plus petite ou plus grande que la fraction rou 7 ^ que 
Ton aurait dû prendre pour la chance de G avant ces épreuves : plus 

grande, quand — surpasse _ ; plus petite , dans le cas contraire. 

S'il était certain que r fût la cbance de C, et que m et n fossentde 
grands nombres, G et H seraient très probablement arrivés proportion- 
nellement à leurs chances respectives r et i — - r, et l'égalité des rap- 

ports — et ^ tendrait la probabilité <«/ égale à la chance r, comme 

cela devrait être. 

(48). En feisant mss i et n s= o dans la valeur précédente de tf', 
il vient 

pour la probabilité que 6 ayant eu lieu dans une première^ épreuve, 
arrivera iincore dans la suivante ; et comme r était la probabilité de 
l'arrivée de cet événratient à la première épreuve, le produit de r et 
de «', ou r* -H^f exprimera la probabilité de sa répétition dans les 
deux épreuves. En y mettant i — rà place de r, on aura (i —• r)*-+-À 
pour la probabilité de la répétition de l'événement contraire ; et si 
l'on ajoute cette quantité à r*4" hf î^ ^^ résultera 

1 — ar 4" 2r* + aA, 

pour la probabilité de la similitude des résultats dans les deux 
épreutes. 
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Si Ton feit m s= o et 72 ses i dans la valeur de ^' du numéro précé- 
dent, on aura 



m zssr , 



pour la probabilité que G n'ayant pas eu lieu à la première épreuve , 
ce sera cet événement qui arrivera à la seconde ; le produit r (i-^r)— tÀ 
de tette valeur de ^ et de i *— r, exprimera donc la probabilité de 
la succession des deux événements contraires G et H; et en la dou« 
blant| on Jura 

pour la probabilité de la dissirôilitude des résultats dans les deux 
épreuves, que Ton déduit aussi dé celle de la similitude , en retran- 
chant celle-ci de Tunité. 

L'excès de la probabilité de la similitude sur celle de la dissimilitude 
sera donc 

(i — ar)* + 4^; 

où Ton voit que cet excès se trouve augmenté par la circonstance que r 
n'est pas précisément la chance de G , et que l'on sait seulement que 
cette chance s'écarte très pende r; de telle sorte que si l'on savait aussi 
que r fût ^, il y aurait encore de l'avantage à parier un contre un pour 
la similitude. C'est ce tjui a lieu au jeu de croix ei pile où l'on em- 
ploie une pièce de monnaie pour la première fois : l'égalité de 
chance pour les deux faces de cette pièce est physiquement impossible ; 
mais d'après le mode dé sa fabrication , il est très probable que la chance 
de chaque face s'écarte très peu de ^. 

(49)* Je vais énoncer dès à présent un théorème dont la démons- 
tration sera dpnnée dans le chapitre suivant , et qui servira à déter- 
miner, par l'expérience , non pas avec certitude et rigoureusement , la 
chance d'un événement, mais avec une très grande probabilité, une 
valeur de cette chance , aussi très approchée. 

Soit g la chance connue ou inconnue d'un événement G, cest-à-^ 
dire le rapport du nombre de cas favorables à cet événement et égar- 



t n 
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lement possibles , au nombre de tous les cas .qui peuvent avoir lieu 
et sont aussi également possibles. Supposons que l'on fasse un nojnbve 
^ d'épreuves, pendant lesquelles cette chance propre de G et distincte 
de sa probabilité (n"* i), demeurera constante. Soit r le rapport du 
nombre de fois que G arrivera dans cette série d épreuves y à leur 
nomfbre total fi. Tant que fc nesm^ pas très eonsidéeable, ie rapport r 
variera -avec fc, et pourra différer beaucoup de g , en plus ou en 
moins; nnais quand fjL sera devenu un grand nombre , la différence 
/' — * g diminuera de plus an-plus , abstraotion faite du signe , à mesure 
que fju augmentera encore davantage; de telle sorte que s»;^. pouvait 
devenir infini, on aurait rigoureusement r — g = o , et qu'en dési- 
gnant par € une fraction aussi petite qu'on voudra , on pourra tou- 
joiH$ atteindre un nombre i/t, aw^ graqd pour que la probabilité 
de r^-^g moiodce que «^ approche autant qu'on voudra de I» f^rtîr 
tude. Nous donnerons par la suite l'expres^Qn de la. prob^ilité 
de r-^g < ^, eu fonction dç /t. et dô ^^ 

Ainsi l'urne A renfermant a boules blanches et b bouler opir^es; 
si Ton en extrait successivement un très grand nombre (jl de boules , 
en remettant dans A la bootle ezù^ite à chaque fois , et si dans ce 
nombre fji» de boules extraites , a est celui des boules blanches et f le 
nombre des boules noires , on aura 



a 



avec d'autant plus d'exactitude et de probabilité que ^l, ou et + C , 
sera, un plus grand nombre. Réciproquement, si le rapport du nom- 
bre (JiP boules blanches au nonibre de boules noires contenues dans A, 
est inconnu , et que dans un très grand nombre d'épreuves pendant 
lesquelles ce rapport n'ait pas varié, il soit sorti de cette urne, 
a boules blanches et Ç boules noires, on pourra prendre, avec une 
Xfk^ grande probabilité , pQur les valeurs approchées de ce rapport in- 
connu et dci la chance inconnue de Textraction d^une boule blanche, 

les quantités ^ et —v-^i quel que foit d'^iljlenrs Jfe ipQog^^^ djç boules 

•contenues dans A. Toutefois, on doit remarquer que si le noQibre de 
boules blanches a que cette urne renferme, est très petiè par rapport au 
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au nomlnre 6 de boules noii^es, a sera aussi très petit par rapport k,€, 
et réciproquement; mais le rapport de Tuoe des fractions t et? k l'au- 
tre , pourra différer beaucoup de Tunité, à moins que la série des 
épreuves n'ait été poussée excessivement loin : quand la chance connue 
ou inconnue de l'extraction d'une boule blanche est très faible, l'é- 
quation approchée g = t signifie seulement que ^ et y sont l'une et 

l'autre de très petites fractions. 

La règle que l'on vient d^énoncer convient également aux chances 
de diverses causes, qui s'excluent mutuellement et auxquelles on 
peut attribuer un événement E, observé untrès grand nombre de fois. 
Si y est la chance connue ou ii^connue de Tune de ces causes C, le 

rapport ^ sera., avec une grande approximation et une grazide 

{NTobabilitë, celui du nombre de fois que E est effièdivenieBtarnrrs^en 
vOTta de C au nombre de fois qu'il aura ^té produit par toute anire 
cause; ce qui fera connaître le rapport de ces deux nombres ,- quand 
la chance y sera connue à priori, ou la valeur de cette chance> si l'on 
parvenait à détemnner ce rapport par l'expérienee. 

L'événement E étant , par exemple , la sortie* d'une boule blanche^ 
qui a pu être extraite d'une urne A conteumit^s boules blancfaeBeta' 
boules noires, ou d'une urae B renfermante boukelftanchts^t ébou- 
les noires ; la okance y de X, d'avoir «lé la^ caisse de B ou l'ume ikfk 
IVm a extrait la boule Maughe, a pour valeur > d'aprà» la rèigle* du 
u* 28, 

m 

et la chance contraire, ou celle qui se rap^porte a B., est de Uftêiue , 

• __ bia-ir i/) 

Or ^ sîTou attre tm très grand uom bie ^ de boules bfamdbés, dé Tune 
ou de l'autre des deux urnes , en rémettant à chaque épreuve j^ dan^ 
l'urne dont elle est sortie, la boule blanche ou noire qui en a été ex- 
traite, le rapport du nombre de bouiea blandies «oHies dta A à celui 

17.. 
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des boules blanches extraites de ^, s'écartera très probablement fort 
peu du rapport de 7 à i — « ^ ; de sorte qu'en appelant f le premier de 
ces deux rapports , on pourra prendre 

y. _ aib+ V) 

Cette valeur de f se réduit à |, lo];$que les nombres a + a! eib-\' b' 

de boules blanches ou noires, sont égaux dans A et dans B. Dans ce 
cas, on peut réunir toutes ces boules dans une même urne D(n'' 10), 
sans changer le rapport du nombre de boules blanches provenant de A 
au nombre de boules blanches provenant de B, qui seront extraites 
de D : sur une très grande quantité de boules de cette couleur, le 
premier de ces deux nombres sera donc à très peu près au second, 
compciea esta 6; ainsi qu'on pourrait le vérifier en faisant une marque 
particulière aux boules provenant de A ou de B^ et remettant après 
chaquQ tirage dans D, la boule blanche ou noire qui en aura été 
extraite. 

(5o). On trouve dans les œuvres de Buffon (^) les résultats numé- 
riques d'une expérience sur le jeu de croix et pile , qui nous fourni- 
ront un exemple et une vérification de la règle précédente. 

; A ce jeu, la chance d'amener Pane ou l'autre des deux faces: de la 
pièce. dépend de sa constitution physique qui ne nous est pas bien 
connue; et quaod bien même nous la connaîtrions, ce serait un pro- 
blème de mécanique que personne ne pourrait résoudre , d'en con- 
clure la chance de croix ou de pile. C'est donc de l'expérience que la 
valeur approchée de cette chance doit être déduite pour chaque pièce 
en particulier; de sorte que si dans un très grand nombre u d'épreuves, 

croix est arrivée un nombre m de fois, le rapport — devra être pris pour 

la cHknce de croix. Ce sera aussi la probabilité ou la raison de 
croire que cette face arrivera dans une nouvelle épreuve faite avec 
la même pièce; et| d'après le. résultat de cette série d'épreuves , on 



(*) Arithmétique monde, article XVIIL 
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pourra parier à jeu égal, m contre )ct — m pour l'arrivée de croix. C'est 

aussi au moyen de cette probabilité — de l'événement simple que Ton 

devra calculer les probabilités des événements composés , du moins 
quand elles ne seront pas très faiUes par la nature de ces événe- 
ments. 

G?la étant , supposons que Ton ait fait un très grand nombre m de 
séries d'épreuves, en continuant chaque série, comme dans l'expé- 
rience citée, jusqu'à ce qne croix ait eu lieu. Soient a, , a., aj, etc., 
les nottibres de fois que croix est arrivée au premier coup, au deuxième , 
au troisième, etc. Le nombre total fc des coups ou des épreuves, sera 

^ = a, rf" 20^ + 3aj + etc.; 
le nombre m des arrivées de croix sera, en même temps, 

m = a. -f- a» + % + etc. ; 

et si l'on appelle p la chance de cette face , on aura 

m 

/' = -.. 

avec d'autant plus d'approximation et d'exactitude que fA sera un plus 
grand nombre. . . 

Les probabilités de croix au premier coup, au deuxième coup 
sans avoir eu lieu au premier, au troisième coup sans être arrivée aux 
deux premiers, etc., seront />, p(i— .p), p\i^py^ etc. Or, les 
nombres de fois que oe$ événemimts ont en lita étant par hypothèse 
a,, a., a%^ etc., dans un nombre m de* séries d'ëprenves, dn devra 
donc avoir, à très peu près. 



= ï, P(i-/')=S. Kl -/»)'= ^, etc.. 






si ce nombre est très grand, et lorsque ces probabilités ne seront pas 
devenues de très petites fractions. En divisant chacune de ces équations 
par la précédente , on en conclut différentes valeurs de i — p^ et, 
par suite. 
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â, a, a« 

/) = -, p =z X —-, p = i — ^,etc, 



m' * ûj 



Ces valeurs de p, ou du moins un certain nombre des premières^ dif- 
féreront d'autant moins entre elles -et du rapport —, que m et /tx senxit 

de plus grands nombres : pour qu'elles fussent nécessairement égales , 
il faudrait que ces nombres fussient infinis. En employant pour p j la 
nM>jenne de ces fractions très peu inégales, ou bien en faisant usage de 



la valeur — de p, résultante de Tensemble des épreuves, on aura 

a, = mp, a^ = mp(i — /i), a^ = mp(i — /?)*, etc. 

pour les valeurs calculées des nombres a. , a^^^ a^t etc. , qui devront 
très peu s'écarter des nombres observés, du moins dans les premiers 
termes de cette progression géométrique décroissante. 

Dans l'expérience de Bufibn , le nombre m des séries d'épreuves 
était 

m =s 2048. 

On peut conclure de la manière dont elle est rapportée par l'auteur, 
que l'on a eu 

a, = 1061, a. == 494, Os = aSa, a* = iSy, Os = 56, 



Les nombres a^^, a.,, etc., n'ont point eu lieu^ c'est-à-dire que le 
nombre m des séries d'épreuves n'a pas été assez grand pour que. croix 
n'arrivil pas dans one ou plusieurs séries. Ce nombre est la somme des 
valeurs de Htf ^u9 ^»y etc. ; on en déduit aussi 



/A = 4^40 f 



et, par conséquent. 



— 2ssr 0|5o695. 



Au moyen de cette valeur dep^ou trouve 
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fl, = io58, a^ = 5i2, a^ = aSa, a^ = 134, ^5 ss 61, 
ag = 5o, rty = i5, ^Tg = 7, ^$ = 4^ ^10= «, 

en négligeant les fractions : les nombres^uivants €Z|,,a,., etc., seraient 
a.urdct8spas de Ji'uiM^é. Or, $i.l!op, compare cette série des pâleurs cal- 
culées, à celles des nombres a,, <i«, aj, etc., qui résultent, de lobs^r-* 
vation , on voit qu'elles s'écartent peu l'une de l'autre dans leurs pre- 
miers termes, lies écarts sont plus grands dans les termes suivants; par 
exemple , la valeur calculée de a^ n'est que les trois cinquièmes de là 
valeur observée; mais ce nombre a, répond à un événement dont la 
probabilité est au-dessous d'un centième. En s'^rrétant aux trois pre- 
miers termes de la série des nombres observés, on en déduit 

;i=^=o,5i8o6, /i=i— J=;o,5544i, /i?=i— J = o,55o53; 

qaaatités ifui diffiire.o4 très pea entre elle^, et4eot k moyenne, ou le 
tiers de le«r somme , est 

p ^= 0,52760, 



q^i di^^e à^peipe d^ Obp:»» de Ja valeur - dç p, i^ult^ule de l'en* 

semble des épreuves. 

J'ai choisi eette^s^ideoce ii cause du nomde l'auteur, et panée que 
FeuvTCge- où elle se trouve, la rend authentique. Chacun en pe«t faire 
beaucoup d'autres de ia même espèce, soit avec une pièce de monnaie , 
soit avec un dé à six faces. Bans ce dernier cas , le nombre de fois que 
chaque foce anÀvera, sqr un très grand nombre d'épreuves^, sera à 
tvès peu prèaun sixième de celui-ci , è moins que le dé ne soit fi||ix ou 
maL construit. 

(5i). Le théOTèaie<sur lequel est fondée la nègle précédente est dû à 
Ja€<{ues Bernoqilli, qui en avait médité la démonstration pendant 
vingt «nuées. CeU€ <f»'il a donaée se déduit de la formule 4lu binôme 
a« moyen dea propositions «uivantes. 

Saient,, à chaque épreuve, /^ et 9 les diances données des deuM évé- 
oeaeiits^^<ontraiM8>fi«t F ^.^oient avssi g, A, Jt, -des «ombres* entiers. 
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tels que 1 on ait 

desigQons par m, n, fju, d'autres nombres entiers, liés k g, h, k, 
par les e€|uations 

m=zgA, n = hk, /Az=zm + n = (g+h)k, 

de manière que les cbances p et q soient entre elles comme les nom- 
bres metrif que Ton pourra rendre aussi grands qu'on voudra en 
augmentant convenablement g, h y k, sans changer leur rapport. 
Cela posé : 

I**. Dans le développement de {p + qYf le terme le plus grand 
sera celui qui répond au produit f^q^f et comme ce terme est la 
probabilité de l'arrivée de m fois E et de n fois F (n** i4), il s'ensuit 
que cet événement composé, c'est-à-dire, l'arrivée des événements 
en raison directe de leurs chances respectives , est le plus probable de 
tous les événements composés qui peuvent avoir lieu dans un nombre 
quelconque /t d'épreuves. 

3*. Si ce nombre ft est très grand, le rapport du plus grand terme 
du développemeût de (/i -f* ?/* ^ la somme de tous les termes, ou à 
l'unité, sera une très petite jfraction, c(ui diminuera indéfiniment 
à mesure que fc augmentera encore davantage; par conséquent, dans 
une longue série d'épreuves , l'événement composé le plus probable, 
le sera cependant trèfi peu , et de moins en moins à mesure que les 
épreuves seront plus long-temps proloogées. 

3*. Mais si l'on considère dans le développement de {p+qYf^on 
plus grand terme, les / termes qui le suivent et les / termes qui le 
précèdent , et si l'on désigne par A la somme de ces ^/-f- i termes con- 
sécutifs y on pourra toujours, sans changer ni p mq^ prendre /t assez 
grand pour que la jfraction A diffère de l'unité, d'aussi peu qu'on vou- 
dra; et à mesure que /jl augmentera encore davantage, A approchera 
de plus en plus d'être égal à un. On conclut de là que dans une longue 
série d'épreuves, il y a toujours une grande probabilité A que l'évé- 
oement £ arrivera un nombre de fois compris entre les limites mdb/. 



\ 
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et F un nombre de foîs compris entre n q: Z; de telle sorte que sans 
changer rintenralle 2I des limites de ces deux nombres^ on pourra 
rendre le nombre (jl des épreuves assez grand pour que la probabilité A 
soit aussi approchante qu'on voudra de la certitude* Si l'on prend les 
rapports de ces limites au nombre ft des épreuves, que Ton ait égard 
aux équations précédentes , et qu'on fasse 

"^ • 

ces rapports seront p' et q'i et comme la fraction «T diminuera indéfi- 
niment à mesure que /jl augmentera, il s'ensuit que ces rapports, va- 
riables avec fJL^ approcheront aussi indéfiniment, ^et avec une très 
grande probabilité, des chances /i et 9 de E et F ; ce qui est l'énoncé 
du beau théorème de Jacques Bernouilli. 

Nous renverrons pour la démonstration de ces propriétés des termes 

du développement de (p + qY aux ouvrages où elle est exposée (*). 
Celle du théorème même , que Ton trouvera dans le chapitre sui- 
vant, est fondée sur l'emploi du calcul intégral. En attendant, on ne 
doit pas perdre de vue que ce théorème suppose essentiellement l'in- 
variabilité des chances des événements simples E et F , pendant toute 
la durée des épreuves. Or, dans les applications du calcul des probabi- 
lités, soit k divers phénomènes physiques, soit à des choses morales, 
ces' chances varient. le plus souvent d'une épreuve à une autfe, et le 
plus souvent aussi, d'une manière tout^à-fait irrégulière. Le théorème 
dont il s'agit ne suffirait donc pas dans ces sortes de questions; mais il 
existe d'autres propositions plus générales, qui ont lieu quelle que soit 
la variation des chances successives des événements, et sur lesquelles 
sont fondées les plus importantes applications de la théorie des proba- 
bilités. Elles seront également démontrées dans lesxrhapitres suivants; 
on en va maintenant donner l'énoncé , et en déduire la loi des grands 
nombres, que Ton a considérée dans le préambule de cet ouvrage, 



(*) Ars conjectandi ; pars quarta. Traité élémentaire des probabilités de M. La* 



croix; 1" section^ 



x8 
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comme un fait général , résultant d'obseinrations de toutes natures. 
(Sa). Dans un très grand nombre ju d'épreuves consécutives, repré- 
sentons la chance de l'érénement E de nature quelconque, par p, à la 
première épreuve, par ^i^à la seconde ,-. . . par /?^ à la dernière. Soit 
aussi // la moyenne de toutes ces chances , ou leur somme divisée 
par leur nombre, c'est-à-dire, 

en même temps, la chance moyenne de l'événement contraire.F sera 
la somme des fractions i — /?, , i — /'.y. . . i — Pft» divisée par ^t; et 
en la désignant par q', on aura p'-^q'^s i. Cela étant, l'une des 
propositioiïs générales que nous voulons considérer, consiste en ce 
que si Ton appelle m et n les nombres de fols que £ et F arriveront 
ou sont arrivés pendant la série de^ces épreuves, les rapports de m 
et n au nombre total ;a ou m + n , seront , à très peu près et avec une 
très grande probabilité, les valeurs des chances moyennes/?' et q', et 

réciproquement, /?' et q' seront les valeurs approchées de — et -. 

Lorsque ces rapports auront été déduits d'une longue série d'é- 
preuves , ils feront donc connaître les chances moyennes p^ et q', de 
même qu'ils déterminent ^ par la règle du n* ^g, les chances mêmes p 
eiq de £ et F, quand elles sont constantes. Mais pour que ces valeurs 
approchées de p' et q' puissent servir, aussi par approximation , à 
évaluer les nombres de fois que £ et F arriveront dans une nouvelle 
série d'un grand nombre d'épreuves, il faut qull soit certain, bu du 
moins très probable > que les chances moyennes de E et F seront 
exactement , ou à fort peu près les mêmes , pour cette seconde série , 
«t pour la première. Or, c'est ce qui a lieu effectivement en vertu 
d'une autre proposition générale dont voici l'énoncé. 

Je suppose que par la nature des événements E et F, celui qui 
arrivera à chaque épreuve puisse être dû à l'une des causes C„ 
C%9 ^^•••Cf> dont y est le nombre, qui s'excluent mutuellement, 
et que je regarderai d'abord comme également possibles. Je désigne 
par Cj la chance que la cause quelconque 0$ donnera à l'arrivée de 
l'événement £; de manière cpi'à une épreuve déter^née, à la pre- 
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mière, par exemple, la chance de E soit c, quand ce sera la cause C, 
qui interviendra, c^» quand ce sera C», etc. S'il n'y avait qu'une seule 
cause possible , la chance de E serait nécessairement la même à toutes 
les épreuves; mais dans notre hypothèse, elle sera susceptible, à cha- 
que épreuve , d'un nombre v de valeurs également probables , et va- 
riera, en conséquence, d'une épreuve à une autre. Or, si l'on fait 

la somme' des chances que E aura eu, dans un très grand nombre d'é- 
preuves déjà effectuées, ou que cet événement aura dans une longue 
série d'épreuves futures ^ divisée par leur nombre, sera, à très peu près 
et très probablement, égale à la firactiou >, dont la grandeur est indé- 
pendante de ce nombre; par conséquent, la chance moyenne p' de E 
pourra être regardée comme étant la même dans deux ou plusieurs 
séries , dont diacune sera composée d'un très grand nombre d'é- 
preuves. 

En combinant cette seconde proposition générale avec la première , 
on en conclut que si m est le nombre de fois que l'événement E arri- 
vera ou est arrivé dans un très grand nombre fi d'épreuves, et m' 
dans un, autre très grand nombre fiff on aura, a très peu près et très 

probablement, 

m nf. 

Ces deux rapports seraient rigoureusement égaux entre eux, et ir la 
quantité incoonne 7, si les nombres fi et fi! pouvaient être infinis. 
Lorsque leurs valeurs données par l'observation différeront notable- 
ment l'une de Tautre^ il y aura lieu de penser quç dans l'intervalle 
des deux séries d'épreuves, quelques-unes des causes C,> C^, Q^ etc., 
auront* cessé d'être possibles, et que d'autres le seront deveaues; 
ce qui aura changé les chances c., c., C3, etc., et par suite la valeur 
de y. Toutefois, ce changement ne sera pas certain, et nous donne- 
rons dans la suite l'expression de sa probabilité, en fonction de la 

différence observée ^ — -| el desnombresd'épreuves/i. et/x^ 

On fera rentiner edte conséqtience des deux propositions précéden- 

i8,. 
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tes, dans le théorème même de Jacques Bernouilli , eo observant que 
dans l'hypothèse sur laquelle la seconde est fondée, la fraction y est 
la chance de E , inconnue , mais constante pendant les deux séries d e- 
preuves. En effet , cet événement peut arriver à chaque épreuve, en 
vertu de chacune des causes C, , C., Cj, etc. , qui ont toute une même 

probabilité - ; la chance de son arrivée en vertu de la cause quelcon- 
que Q, sera le produit - C|, d'après la règle du n** 5; et d'après celle du 
n* lo, sa chance complète aura pour valeur la somme des produits 
-c,, - Cg, - C3, etc., égale à la quantité y. 

Pour plus de simplicité , nous avons regardé toutes les causes 
Cl , Cg, Cs, etc., comme également possibles; mais on peut supposer 
que chacune d'elles entre une ou plusieurs fois dans leur nombre 
total y ; ce qui les rendra inégalement probables. On désignera alors 
par fyi le nombre de fois que la cause quelconque C^ sera répétée dans 
ce nombre v\ la fraction ^^ exprimera la probabilité de cette cause; et 
l'expression de y deviendra 

>=>. ^c H- y% ^•+>3 ^»+ — +>' c,. 

On aura y en même temps , 

puisque Tune des causes auxquelles ces probabilités se rapportent, 
devra avoir lieu certainement à chaque épreuve. Lorsque le nombre 
des causes possibles sera infini, la probabilité de chacune d'elles de- 
viendra infiniment petite; en représentant, dans ce cas, par x l'une des 
chances c. , e. , C9 , . • . . c, , dont la valeur pourra s'étendre depuis 
a: == o jusqu'à ;r = i , et par Ydlr , la probabilité de la cause qui 
donne cette chance quelconque x à l'événement E , on aura , comme 
dans le n"* 4^, 



y^p\x4x, fl'idx^i. 



(53). Supix>â>ns actuellement qu'au lieu jde deux événements possibles 
E et F, il y en ait un nombre donné ^, dont.un seul devra arriver à cha- 



t^ 
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que épreuve. Ce cas est celui où l'on considère une chose A d'une nature 
quelconque, susceptible d'un nombre A de valeurs, connues ou in- 
connues^ que je représenterai par a. ^ a. , £23, ... . a^^ et parmi les- 
quelles une seule devra avoir lieu à chaque épreuve, de sorte que 
celle qui sera arrivée ou qui arrivera sera, dans cette question, l'événe- 
ment observé ou l'événement futur. Soit aussi c^^^ la chance que la 
cause Cj, si elle était certaine, donnerait à la valeur aj, de A; Les 
valeurs de Çi^i,, relatives aux divers indices /et f^ depuis 1= i jusqua 
f ssy et depuis t z=:i jusqu'à i' z=zXy seront connues ou inconnues; 
mais pour chaque indice i', on devra avoir 

car si la cause C| était certaine, l'une des valeurs a^, a^^ a^,. . , .a^^ 
arriverait certainement en vertu de cette cause. Désignons , en ou\re , 
par aj,, la somme des chances de ai^, qui auront ou qui ont eu lieu tiaus 
un très grand nombre /t d'épreuves consécutives ^ divisée par ce nom- 
bre, c'est-à-dire, la chance moyenne de cette valeur ^j, de A, dans 
cette série d'expériences. En considérant Of, comme un événement E , 
et l'ensemble des A — r autres valeurs de A comme Tévénement con- 
traire F, on pourra prendre , d'après la seconde proposition générale 
du numéro précédent, 

>i > >•> >3> •'• ' > > étant toujours les probabilités des divei^ses causes 
qui peuvent amener les événements pendant la série d'épreuves , ou 
autrement dit, qui peuvent produire les valeurs de A que l'on a ob- 
servées ou que Ton observera. Cela posé, la troisième proposition gé- 
nérale qui nous reste à faire connaître, consiste en ce que la somme 
de ces /i valeurs de A , divisée par leur nombre , ou la valeur moyenne 
de cette chose, différera très probablement fort peu de la somtne de 
toutes ses valeurs possibles, multipliées respectivement par leurs chan- 
ces moyennes. Ainsi, en appelant s la somme des valeurs eflèctives 
de A, on aura, à très peu près et avec une grande probabilité. 
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de telle sorte que si Ton désigne par «T une fraction aassi petite fpte 
l'on voudra^ on pourra toujours supposer le nombre fi asses grattd 
pour rendre aussi peu différente que Ton voudra de l'unité, la proba-» 
bilité que la différence des deux membres de cette équation sera 
moindre que i". Observons de plus que d'après l'expression précé*- 
deute de (X|^, et les valeurs de ce, , et.» Of» etc.^ qui s'en déduisent, lese^ 
cond membre est indépendant de /t; quand ce nombre est très grand, 
la somme s lui est donc sensiblement proportionnelle ; par conséquent» 
si l'on représente par s' la somme des valeurs de A dans une autre 
série d'un très grand nombre /Jt! d'épreuves, la différence des rap- 

ports - et -; sera très probablement fort petite; et en la négligeant, 



M' 

on aura 



Dans la plupart dés questions, le nombre A des valeurs poSBÎbles 
de A est infini ; elles croissent par degrés infiniment petits , et sont 
comprises entre des limites données; et la probabilité que la cause 
quelconque Ci donne à chacune de ces valeurs devient , par consé- 
quent , infiniment petite. En représentant ces limites par l et V, et 
par Tifh la chance que donnera Q à une valeur quelconque z, qui 
pourra s étendre depuis z== Z jusqu'à z = f^ on aura 

la chance totale de cette valeur x, oo à très peu près sa chance moyenne 
pendant Ut série desiépreaves , sera Zâz^ en faisant, pour abréger» 

7.Z. 4- >A -H >3Zj -f-.. •+ >.Z. = Z; 

et il en résultera 

^ J i 
La quantité Z sera une fonction connue ou inconnue de z ; mais la 
somme des fractions >.,>'.,>»» etc. , éUnt l'unité, ainsi que chacune 

des intégrales yi'^ZA/j'z.rfz,/, Z,*, etc., on anra toujours 



L 
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soit qn'il n'y ait qii^'un nombre limite v de canses possibles, soit qu il 
y en ait un nombre illimité, ou cpion ait y = oo . 

(54)« Maintenant, la loi des grands nombre réside dans ces deux 
équations 



m m s s 



applicables à tous les cas d'éventualité des choses physiques et des 
choses morales. Elle a deux significations difiërentes dont chacune ré- 
pond à Tune de ces équations, et qui se vérifient constamment Tune 
et l'autre, comme on a pu le voir par les exemples variés que j'ai 
cités dans le préambule de cet ouvrage. Ces exemples de toute espèce 
ne pouvaient laisser aucun doute sur sa généralité et son exactitude ; 
mais il était bon, à cause de l!importance de cette loi, quelle fût dé- 
montrée à priori; car elle est la base nécessaire des applications du 
cijcul des probabilités , qui nous intéressent le plus ; et d'ailleurs sa 
démonstration, fondée sur les .propositionsdesdeux numéros précédents, 
a l'avantage de nous £ûre connaître la raison même de son existence. 
En Tertu de la première équation, le nombre m de fois qu'un évé^ 
nement E, de nature quelconque , a lieu dans un très grand nombre ft 
d'épreuves, peut être regardé comme proportionnel à /x. Pour chaque 



m 



nature de chose, le rapport — a une valeur spéciale^, qu'il atteindiiait 

rigoureusement, si jct pouvait devenir infini ; et la théorie nous montre 
que cette valeur est la somme des chances possibles de £ à chaque 
épreuve, multipliées respectivement par les probabilités des causes 
qui leur correspondent. Ce qui caractérise l'ensemble de ces causes, 
c'est la relation qui existe pour chacune d'elles entre sa probabilité et 
la chance qu'elle donnerait , si elle était certaine^ à l'arrivée de E. Tant 
que cette loi de probabilité né change pas, nous observons la perma.- 

nence du rapport — ., dans diverses séries composées d'un graiid ndmbre 

d'épreuves; si, au contraire, entre deux séries d'épreuves, cette loi 
a changé, etx|uil en soit résulté dans la chance moyenne y, un chan- 
gement notable , nous en serons avertis par un changement semblable 

dans la valeur de — : lorsque , dans j'intervalle de deux série» d'ob- 
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servatioQS , des circoDStaoces quelconques auront rendu plus probables 
les causes, physiques ou morales, qui donnent les plus grandes chances 
à Tarrivée de E , il en résultera une augmentation de la valeur de y 

dans cet intervalle, et le rapport — se trouvera plus grand dans la se- 
conde série qu'il n'était dans la première ; le contraire arrivera , quand 
les circonstances auront . augmenté les probabilités des causes qui 
donnent les moindres chances à l'arrivée de E. Par la nature de cet 
événement, si toutes ses causes possibles sont également probables, on 
aura Y= i et 7^ = 7; et très probablement, le nombre de fois que 
Ë arrivera dans une longue série d'épreuves s'écartera très peu de la 
moitié de leur nombre. De même , si les causes de E ont des proba- 
bilités proportionnelles aux chances que ces causes donnent à son ar- 
rivée, et que leur nombre soit encore infini, on aura Y :=: ax\ pour 

que l'intégrale j \dx soit l'unité, il faudra que l'on ait 0=2 j il en ré- 
sultera donc >=f ; par conséquent dans une longue série d'épreuves, il j 
aura une probabilité très approchante delà certitude, que le nombre des 
arrivées de E sei^ à très peu près douMe de celui des arrivées de Tévéne- 
ment contraire. Mais dans la plupart des questions, la lor de probabi- 
lité des causes nous est inconnue , la chance moyenne y ne peut être 
calculée à priori ^ et c'est l'expérience qui en donne la valeur appro- 
chée et très probable , en prolongeant la série des .épreuves assez loin 

pour que le rapport — devienne sensiblement invariable, et prenant 
alors ce rapport pour cette valeur. 

MA 

L'invariabilité presque parfaite de ce rapport - pour chaque nature 

d'événements, est un fait bien digne de remarque, si l'on considère 
toutes les variations des chances pendant une longue séries d'épreuves. 
On serait tenté de l'attribuer à l'intervention d'une puissance occulte, 
distincte des causes physiques ou morales des événements, et agissant 
dans quelque vue d'prdre et de conservation; mais la théorie nous 
montre que cette permanence a lieu nécessairement tant que la loi 
de probabilité des causes, relative à chaque espèce d'événements, ne 
vient point à changer; en sorte qu'on doit I9 regarder, dans chaque 
cas, comme étant l'état naturel des choses > qui subsiste de lui-même 
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.sans le secours d'aucune cause étrangère, et aurait, au contraire, be^* 
soin d'une pareille cause pour éprouver un notable changement. On 
peut le comparer à l'état de repos des corps , qui subsiste en vertu de 
la seule inertie de la matière tant qu'aucune cause étrangère ne vient 
le troubler. 

(55). Avant de considérer la seconde des deux équations précé<- 
dentés , il est bon de donner quelques exemples relatifs à la pre- 
mière, et propres à éclairer la question. 

Supposons qu'on ait un nombre v d'urnes C|, Q, Q, • . .C,, contenant 
des boules blanches et des boules noires. Désignons par c., la chance 
d'amener une boule blanche en tirant dans l'urne quelconque C. ; la- 
quelle chance pourra être la même pour plusieurs de ces urnes. On 
prend au hasard une de ces urnes que l'on remplace par une urne 
(semblable ; on en prend ensuite une seconde , aussi au hasard et que 
l'on remplace également par une semblable ; puis une troisième que 
l'on remplace de même ; et ainsi de suite , de manière que l'ensemble 
des urnes C| ^ C., Q, etc., demeure toujours le même. On forme ainsi 
une série d'urnes B,, B^, Bj, etc., indéfiniment prolongée, qui ne 
renferme que les urnes données C, , €«, Cj, etc., plus ou moins répé- 
tées» Désignons la chance d'extraire une boule blanche de B. par 
6i, de B. par 6«, de Qs p^i* ^s> etc. , de sorte que la série indéfinie 
^u ^«9 ^s» etc., ne contienne aussi que les chances données Ci,C||^ Cs,etc., 
qui pourront y être répétées. Cela.étant , on tire une boule-de B. , une 
de B«, une de Bj, etc., jusqu'à l'urne B^ inclusivement. En appelant C 
la chance moyenne de l'extraction d'une boule blanche dans ces m tit- 
rages successifs, on aura I 

^=; (*. + *.+ *3+ ...4- *^). 

I 

Or, les urnes C. , Q, Cs, etc. , représentent les v seules causes possibles 
de l'arrivée d'une boule blanche à chaque épreuve ; par conséquent , 
si /Ei est un très grand nombre, que Ton fas^, comme plus haut. 
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et que l'on désigne par m le nombre de boules blanches qui seront ex- 
traites, on aura , d'après ce qui précède , 

J = €, € — y, m =s fiy, 

à très peu près et avec une grande probabilité. Ainsi le nombre m ne 
changera pas sensiblement si Ton répète les tirages sur les mêmes 
urnes B, , B«, Bs, • . . 6^, ou sur un nombre fi d*autres urnes consécuti- 
ves, et si on les effectue sur un autre très grand nombre f/ d'urnes, le 

nombre de boules blanches qui arriveront aura ^ — pour valeur ap-* 

prochée et très probable. 

Si Ton extrait /jl fois de suite au hasard , une boule de l'ensemble 
de$ urnes C^ , C., €3 ^ etc. , en remettant à chaque fois la boule extraite 
dans Turne dont elle est sortie, la chance d'extraire une boule blanche 
sera la même à toutes les épreuves, et égale à y d'après la règle du 
n° I G ; lorsque leur nombre sera très grand , celui des boules blanches 
que l'on aroènera sera donc , en vertu de la règle du n*" 49 1 ^ très peu 
près et très probablement égal au produit fiy, comme dans là question 
précédente; mais ces deux questions sont essentiellement distinctes; 
et les deux résultats ne coïncident que dans le cas où /jl est un très 
grand nombre. Quand il ne l'est pas , la chance d'amener un nombre 
donné m de boules blanches dépend , dans la première question , non- 
seulement du système des urnes données C|, (^,€3, etc., mais aussi du 
système des urnes B, , B., B3, etc., que l'on en a déduit au hasard. Je 
réduis , par exemple , les urnes données à trois €,,€., C3, et je prends 
/^ = 2 et m = I , de sorte qu'il s'agisse de savoir quelle est la chance 
de tirer une boule blanche de Tune des deux urnes B, et B. , et une 
boule noire de l'autre. Relativement à ces deux urnes, il peut arriver 
neuf combinaisons différentes que j'indiquerai de cette manière : 

B.»B,=C., B.«B.= C., B,=iB.=C„ 

B. = C.etB.==C., B. = C.etB.=rC3, B,=r C. et B.= C„ 

B.=C.etB.= C,, B, =iC3etB.r=C., B. = C, et B, = C.. 

Pour chacune de ces neuf combinaisons , la chance demandée aura une 
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valeur ^ dëterminée ; ses neuf valeurs possibles selon la combinaisou 
qui aura eu lieu , seront 

pour les trois premières; 



pour les trois intermédiaires; et les mêmes que celles-ci, pour les trois 
dernières. Il est aisé de voir que la valeur moyenne de ces neuf chances, 
ou leur somme* divisée par neuf, doit être la chance d'amener une 
blanche et une noire, en tirant une première fois au hasard dans le 
groupe des trois urqes C. , C», C3, puis une seconde fois aprèsavoir re* 
mis la première boule extraite dans l'urne d'où elle serait sorlie. Et, 
en effet', cette chance serait le double du produit de Hc^+c^^c^) et 
de I — ^ (C| + ^s + ^s) i quantité égale au neuvième de la sonoufiie des 
neuf chances précédentes* 

Avant que le système des urnes B, , Q«, B3, etc., soit formé et dé- 
duit du système des urnes données, nous n'aurions aucune raison de 
croire que la n^' urne B^ sera plutôt Tune que Taulre des urnes C, , 
C, C3, etc.; pour nous, la probabilité dé Textraction d\iiâie boule 
Manche au n""" tirage serait donc la somme des chi^nces c, , c^, éj, etc., 
divisée par leur nombre, Vest-à-dire la quantité y; mais quoique 
elle soit la même pour, tous tés tirages, et que leur nombre |U fût aussi 
grand qu'on voudra, nous ne serions pas autorisés à en conclure,' en 
vertu de la seule règle du n"* 49 9 ^^^ le nombre m des ektractionis de 
boules blanches, âes urnes B„ B«, Bs, etc., devra s'ééarter très proba- 
Mèment fort peu du prodtritT^T^; car on ne doit pas perdre de vue 
que cette règle est fondée sur la chance propre de l'événement que 
Ton considère , et non sur sa probabilité, ou la raison que nou$ pou- 
vons avoir de croî« qu'il arrirera. 

(56). Pour second exemple, je suppose que Vàn ait un très grand 
nombre^depîèces de cinq francs, que f appellerai j&i > A,, A,, etc., et 
dont chacune présentera une de ses deuTÛFces', en r^ombant à terre 
après avoir été projetée en Fair. Relativement à la pièce quelcon- 
que Aj, je désignerai par ai la chance de l'arrivée de têtep qui dépen- 

19.. 
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dra de la constitution physique de cette pièce. La valeur de a-, sera 
inconnue à priori; on la déterminera par l'expérience en projetant Aï 
un très grand nombre de fois m ; et comme cette chance demeurera 
constante pendant cette série d'épreuves, si tête arrive un nombre rii 
de fois, on pourra prendre, par la règle du n' 49 > 



^ ni 

^ m 



pour sa valeur approchée et très probable. On s'en servira ensuite 
pour calculer les probabilités des divers événements futurs, relatifs à la 
projection de la même pièce Â^ : on pourra parier à jeu égal , m con- 
tre m — rii que tête arrivera dans une nouvelle épreuve , m* con- 
tre m* — 7i|* qu'il arrivera deux fois dans deux épreuves successives, 
2/ii ( m — ni ) contre m^'- — a/ij (m-— tiî ) que tête aura lieu une fois seule- 
ment dans ces deux épreuves , etc. Dans une nouvelle série d'un très 
grand nombre m! d'épreuves , le nombre de fois /z/ que tête arrivera , 
aura, à très peu près et avec une grande probabilité, le produit m'ai pour 

valeur, toujours d'après la règle du n* 49; ^^s deux rapports ^' et ^ , 

devront donc s'écarter très peu l'un de l'autre ; mais, toutefois à raison 
de ce que cette valeur de Ui donnée par l'expérience , est seulement 
très probable et non pas certaine, la probabilité du peu de différence 
de ces deux rapports ne sera pas si grande, comme on le verra par 
la suite , que si la valeur de cette chance a^ é^ait certaine et donnée 
à priori. 

Au lieu de projeter la même pièce un très grand nombre de fois, 
supposons que Ton emploie successivement un très grand nombre fi de 
pièces de cinq francs , prises au hasard parmi celles qui proviennent 
d'un même mode de fabrication , et soit n le nombre de fois que tête 
arrivera. Appelons a la chance moyenne de l'arrivée de tête, non pas seu- 
lement pour toutes les pièces dont on aura fiait usage, mais pour toutes 
les pièces de la même espèce et provenant delà même fabrication. En 
vertu des deux proposHons générales du- n? 52, nous aurons, à très 
peu près et très probablement. 



n 
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ecmime si les chances inconnues a^, a^^as, etc. , étaient toutes égales 
entre elles. 

Selon que l'on trouvera - > .- o^ ~~ <C î:i on en conclura que dans 

les pièces de cinq francs de cette fabricationy la chance de l'arriTee 
de tête est généralement plus grande ou moindre que celle de l'arri- 
vée de la face opposée. A Fégard d'une pièce A| en particulier, la chance 

ai étant différente de a, il pourra arriver que Von ait — < ^ en même 

temps que - > j, ou bien — < j en même temps que - > î- 

Si Ton projette de nouveau les mêmes- pièces de cinq francs, ou, plus 
généralement , un très grand nomfire fji! d'autres pièces de la même 
espèce , provenant de la même fabrication , et à la même ef&gie , la 
quantité et^ telle qu'elle a été définie , ne Changera pas ; par consé- 
quent , rt étant le nombre de fois que tête arrivera dans cette nou^^- 
velle série d'épreuves, on devra avoir 



dé «néme que l'on a 
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pour une même pièce A| dans deux séries d'épreuves différentes. Mais 

ces rapports - et -7^ seront inégaux en général, lorsque les pièces em- 

ployées dans les deux séries d'épreuves ne seront pas d'une même 
espèec^ ou proviendront d'une fabrication différente, de même 

que le rapport — varie d'une pièce Ai à une autre. 

(57). Quoique les chances constantes et les chances moyennes des 
événements se déterminent de la même manière et avec la même pro- 
babilité par l'expérience 1 il y a cependant des différences essentielles 
dans les usages que l'on en peut faire. lia chance moyenne comme la 
chance constante fait connaître immédiatement la probabilité de l'ar- 
rivée, dans une nouvelle épreuve isolée, de l'événement que l'on con- 
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sidère; mais il n'en est pas toujours de même ^ quand il s'agit de l'arri- 
yée d'un ëvënement composé de celui-là. 

Je prends pour exemple la similitude des résultats dans deux pro- 
jections successives d'une pièce de cinq francs. U y aura alors deux cas 
différents à examiner. On pourra supposer que ce couple d'épreuves 
aura lieu avec deux pièces , différentes on non , prises au hasard parmi 
toutes les pièces A. ^ A., A3 , etc. , d'une même fabrication et dont je 
déûgnerai par A le nombre total , ou bien avec une ménoie pièce prise 
également au hasard ; dans le premier cas , la probabilité de la simili- 
tude ne dépendra que de la quantité a du numéro précédent, et sera 
la mètaaé que s'il s'agissait de chances constantes; dans le second cas, 
elle dépendra, en outre, d'une autre quantité inconnue, par laquelle 
elle différera de sa valeur relative à des chances invariables. 

Pour le faire voir, j'observe que relativement à deux pièces quel- 
conques A| et Â,,, la probabilité de la similitude des résultats dans 
deux épreuves consécutives , a pour valeur 

^i^if + (i -*• ^) (ï — ^j/)» 

Dans le premier des deux cas que nous voulons considérer, chacune 
des pièces A, , A«, A3 , etc., pouvant être combinée avec elle-même et 
avec toutes les autres, le nombre de ces combinaisons également possi- 
bles sera le carré de A, et en désignant par s la probabilité complète de 
la similitude, nous aurons , d'après la règle du n* 10, 

s = ir2a,2a„ + 2(i — a,) 2(i — a,,)]; 

< 

les sommes 2 s'étendent depuis 1=1 et f^ssi jusqu'à i = X eti'bsA. 
Je fais 

«.= ^(, ^A), a, = 1(1 + ArH- <r,). ^i/ = T(i + A+cr^); 

k^^if i'vjh-^'i'i^ k^ J'i,, désignant des fractions positives ou n^ti* 
ves, dont la première se déduira du rapport- du numéro précédent, 
donné par Tobservation , et les autres varieront d'une pièce à une 
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autre, de telle sorte que l'on ait 

ScTi = o, ScT^, = o. 
On aura / en même temps , 

I — a, = i(i — A: — /,). i — a,=:i{i — k — eT,,); 

au moyen des équations précédentes, les sommes 2 qui entrent dans 
Texpression de ^ se réduiront à 

2a, = lA(i+*), Xau =^ iX{i + k)i 
2(i — a,) = fA(i — *), 2(i — a^ =r iX(i — k); 

et il en ràultent 

quantité qui ne dépend que de ^ , ou de la chance moyenne xt de 

Tarrivée de tête, et nullement des inégalités de chances <r,, J"^, J^a, etc. 

Si Ton répète la projection de deux pièces prises au hasard^ un très 

grand nombre a de fins, s sera aussi la chance moyenne de la similitude 

dans cette série d'épreuves doubles ; en désignant par b le nombre de 

fois que la similitude arrivera , on aura d<Mic approximativement , d'à - 

près le n* Sa , 

b s=: as; 

ce qu'on, pourra vérifier par rexpcrience* 

Dans le second cas , où chaque couple d'épreuves doit être fait avec 
une même pièce ^ la probabilité de la similitude relativement à la 
pièce quelconque Â^, aura pour expression 

et si Ton appelle s' la probabilité complète de la similitude , on en 
conclura 
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équation qui se réduit à " 

s' = -;(!+*• + ^"h 

en ayant égard à i'e^pressioa de Oi, et faisant^ pour abfréger. 

Or, on voit que cette probabilité s' surpasse la probabilité s qui avait 
lieu dans le premier cas, et qu'elle dépend d'une nouvelle inconnue h, 
dépendante elle-mémfs des inégalités cTi 9 cT^, cTsi etc. 

Si l'on répète un très grand nombre de fois a', la projection deux 
fois de suite d'une même pièce prise au hasard, / exprimera la pro- 
babilité de la similitude dans ^rette série d'épreuves doubles ; en repré- 
sentant par b' le nombre de fois que la similitude arrivera , nous au- 
rons donc à très peu près , 

V = ^y; 

ce qui servira à déterminer la valeur de A, celle de k étant déjà 
connue. 

(58). Je ferai remarquer que si l'on projette trois fois de suite une 
même pièce prise au hasard parmi A. , A. ^ A3 , etc., la probabilité de 
la similitude des trois résultats s'exprimera au moyen de la probabilité 
précédente / , et sera connue , par conséquent , sans recourir à de 
nouvelles expériences. En efiet, relativement à la pièce quelconque A^ 
cette probabilité sera 

ai' 4- (i-— oi)*; 
en appelant s' sa valeur complète , on aura donc 

et d'après lés notations précédentes, il en résultera 



-...«; 



^' = i[i H-5(A« + A')], 
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ou , ce qui est la même chose y 

^r» = -(5*' — i). 

Cette quantité /' sera aussi la chance moyenne de la similitude 
dans une très longue série de triples épreuyes ; si donc on désigne 
par d^ leur nombre , et par V* le nombre de fois que la similitude arri- 
vera ^ nous aurons 

W = aV. 

En mettant -7 et -s au lieu de s* et s'' dans lequation précédente, on en 

déduira cette relation « 

a'^^" = 3&V — uVa' , 

entre les nombres a% a' , b\ b' , qui sera d'autant plus approchée et 
d'autant plus probable qu'ils seront plus grands. 

Puisqu'elle est indépendante de la loi des quantités a, , ^«9 ^s 9 etc., 
elle subsistera également quand elles seront toutes les mêmes ^ c'est-à- 
dire, lorsqu'au lieu de changer de pièce à chaque épreuve double et à 
chaque épreuve triple, ou emploiera toujours la mêm*e; par consé- 
quent, si Ton projette une même pièce un très grand nombre de fois 
que je représenterai pat 6c ; que l'on partage cette série d'épreuves 
simples, en épreuves doubles composées de la première épreuve simple 
et de la seconde , de la troisième et de la quatrième , et ainsi de suite ; 
qu'on la divise aussi en épreuves triples, composées de la première, la 
deuxième, la troisième, épreuyes simples , de la quatrième, la cinquième, 
la sixième, et ainsi de suite; et qu'on applique l'équation précédente à 
ces deux séries d'épreuves doubles et triples , on aura 

éi' = 5c, a" = 2C, 

ce qui réduira cette équation à celle-ci 

c = b' — b", 

qui signifie que le nombre des similitudes doubles moins celui des si-- 
militudes triples , sera égal au sixième du nombre total des épreuves 
simples. ; « 

:20 
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On obtiendrait des relations analogues enU*e les nombres de ces si- 
militudes et de celles qui seraient composées de plus de deux ou trois 
épreuves simples. 

(59)- Ces considérations s'appliquent immédiatement aux naissances 
mascaj[ines et féminines; il suffit^ pour cela^ de remplacer les pièces 
A,^ A^, Aj, etc., par autant de mariages différents, et de prendre pourai> 
la chance de la naissance d'un garçon dans le mariage quelconque dési- 
gné par A.. 

En France^ le nombre des naissances des deux sexes s^élève annuelle- 
ment à près d'un million; et dans ce nombre total, Tobservation montre 
que le rapport des naissances masculines aux naissances féminines 
excède l'unité d'environ un quinzième : pendant les dix années écoulées 
depuis 181 7 jusqu'à 1826, sa valeur moyenne a été de i,o656, dont ses 
valeurs extrêmes se sont à peine écartées d'un demi-centième, en plus 
ou en moins. C'est sur les observations de cet intervalle de temps que 
sont fondés les résultats de mon mémoire sur la proportion des ruxis- 
sances des deux sexes (^). De 181 7 à i855 inclusivement, le rapport 
- moyen a été i ,0619 ; ce qui ne di£fere pas non plus d'un demi-centiènie 
de sa valeur peudant les dix premières de ces dix-sept années. 

La cause dç la prépondérance des naissances oi^sculines nous est in- 
connue ; il y ^ Ueu de croire qu'elle varie beaucoup d'un mariage^à un 
autre, et que les chances a«, a^ Oj, etc*, sont très inégales, de telle sorte 
que beaucoup d'entre elles s'abaissent, sans doute, au<-dessous de \. 
Cependant^ comme on voit, la proportion des naissances annuelles des 
deujL sexes a très peu varié pendant une période de dix-sept ans ; ce qui 
présente une vérification remarquaUe de la loi des grands nombres. 

En prenant j- pour le raqyport d'un grand nombre de naissances mas- 
culines au nombre correspondant des naissances des deux sexes, ce rap- 
port sera aussi la chance moyenne de la naissance d'un garçon , et Ton 

aura r- pour la valeur de la quantité k du n* 57. Nous ignorons si la 

chance d'une naissance masculine restera la même à chaque enfant qui 
naîtra d'un même mariage^^ou bien si elle variera, par exemple, comme 

' .{i ' i^wi^ 

(*) Mémoires de VAcadéhfie des âVknces , toipe IX» 
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telle variera d'on mariage à un antre. Dans le second cas , la chance 
majrenne de la similitude du sexe des deux premien^ n^ sera i(t^k% 
et n'excédera i que d'à peu près un demi-^niilliènne. Par conséquent, le 
nombre de fois que cette similitude aura lieu, dans un très grand nombre 
découplés de premiers nés^ surpassera d'un demi-millième la moitié de 
celui-ci. Dans le premier cas, le premier de ces deux nombres pourra 
surpasser de beaucoup plus la moitié du second, à raison de la quantité 
inconnue A que renfermera alors l'expression j (i+A:*+â*) de la chance 
moyenne de la similitude. La relation du numéro précédent aura tou-- 
jours lieu entre les iiombres des similitudes de sexe des deux pre- 
miers-nés et des trois premiers-nés , observées dans un très grand 
nombre de mariages. 

(60). En vertu de la seconde équation du n"" S/^, si A est une chose 
quelconque, qui soit susceptible de différentes valeurs à chaque 
épreuve, la somme de ses valeurs que l'on observera dans une longue 
série d'épreuves, sera à très peu près et très probablement, proportion- 
nelle à leur nombre. Le rapport de cettç somme à ce nombre^ pour une 
chose déterminée A, convergera indéfiniment, à mesure que ce nom- 
bre augmentera encore davantage, vers une valeur spéciale qu'il attein- 
drait si ce nombre pouvait devenir infiài, et qui dépqnd de k Toi de pro- 
babilité des diverses Vale^irs possiUeS de A. On £era mr ce rapport des 
remarques semèlaMes à celles que nous svot» fchèi doas le n^ 54, en 
considéitint la première équation de ce MnnéM. 

La seconde éqtratf ofi , oà plotôt celItHn 






donnera lieu comme la première, à de nombreuses et utiles applications. 
Je suppose, par exemple, que tt soit un angle que Ton veut mesurer. 
Cet angle existe; sa grandeur est unique et déterminée; mais l'angle 
que l'on mesure à chaque opération , est une tfaosi^ sttteé)[i(2Ue d'an 
nombre infini de valeurs différentes, à raison des erreurs itiéHfeEibfes et 
variables des observafroos. Je prends oet ahgle , qui MCa mesuré succes- 
sivement un grand nombre de fois, pour la chose A, de sorte que Zdz 
etprimef la ^chance d'une vakmr quelcoiMiiid z de A> r^ultante de k 
constmetioti d» l'instranleitt ^ de i'a^Ntte de i'ob^ervatetir. $oit A: 
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l'abscisse du centre de gravité de l'aire d'une courbe plane, dont z et Z 
sont l'abscisse et l'ordonnée, et qui s'étend depuis z= /jusqu'à 2= /*, 
en désignant , comme dans le n* 53, par / et /' les limites des valeurs 
possibles de A. Faisons 

z=:k + x, l = k + hi r:=k + h'; 

et représentons par X ce que Z devient quand on y metk+x au lieu 
de z; nous aurons 

et par conséquent , à très peu près , 

t = k, 

en vertu de l'équation citée^ dans laquelle s est la somme des valeurs de A 
que Ton obtiendra dans un grand nombre fi d'épreuves. C'est donc vers 

la constante k que sa valeur moyenne - convergera de plus en plus^ à 

mesure que /te augmentera davantage ; mais lors même que ce rapport 
sera devenu sensiblement constant , c'est-à-dire , lorsqu'il sera sensi- 
blement le même dans [dusieurs séries d'autres grands nombres de me- 
sures, il pourra quelquefois arriver que cette moyenne diffère beaucoup 
de l'angle cl qu'on veut déterminer : elle sera toujours la valeur ap- 
prochée de la constante y qui peut ne point coïncider avec cet angle* 
En effet , soit 

3 5= * + w, / = « + g, Z' = A H- g'; 

appelons U ce que devient Z quand on y met a^u slvl lieu de 2 ; 
nous aurons 

f' Zdk as y*' Urfa = I, k:=k'^f^ Vudu. 

La différence w, entre Tangle a et une valeur possible z de l'angle 
mesuré A, est Tune des erreurs possibles de l'instrument et de l'obser- 
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valeur; elle peurétre positive ou négative^ et s'étendre depuis uz=:g 
jusqu'à 11 = g'; sa probabilité infiniment petite estU^. Or, s'il n'y a 
dans la construction de l'instrument aucune cause qui donne aux er- 
reurs positives de plus grandes chances qu'aux erreurs négatives , ou 
réciproquement , et qiiil en soit de n^éme pour la manière d'opérer 
de l'observateur, les limites g et g' seront égales et de signes contrai- 
res 9 la fonction U sera égale pour des valeurs de la variable u égales 
et de signes contraires, et il en résultera 

1 IJudu = 0, k ssz a. 

Dans ce cas , qui est le plus commun y le rapport - sera donc la va- 
leur approchée de a. Mais, si l'instrument par sa construction, ou l'obser- 
vateur par sa manière de viser^ donne quelque prépondérance, soit aux 
chances des erreurs positives , soit à celles des erreurs négatives , l'in- 
tégrale précédente ne sera plus nulle, les constantes « et A: différeront 

Fune de l'autre, et le rapport- s'écartera notablement, en général, 

de la véritable valeur de «• On ne pourra s'apercevoir de cette circons* 
tance, qu'en mesurant le même angle, soit avec d^autres instruments, 
soit par d'autres observateurs. Je me bornerai ici à indiquer cette ap«« 
plication du calcul dés probabilités : en ce qui concerne les erreurs 
des observations, et tes méthodes de calcul propres à en diminuer et 
évaluer l'influence, je renverrai à la Théorie amdjrtiquê des probabili- 
tés et aux mémoires sur ce sujet que j'ai insérés dans la Connaissance 
des iems (*). 

(61). Pour second exemple de l'équation citée au commencement 
du numéro précédent , supposons que les causes désignées par C, , 
C.^ Ç3, etc. , soient toutes celles qui déterminent les chances de durée 
de la vie humaine dans un pays et à une époque déterminés. Ces causes 
sont, entre autres, les diverses constitutions physiques* des enfants 
qui naissent, le bien-être des habitants, les maladies qui abrègent cette 



(*) Aimées 1827 et i83:i. 
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durée , et sans doute aussi quelques causes resultai^i de la vie elle- 

même , qui Fempèchent de se prolonger aunlelà de limites qu'elles n'a 
jamais dépassées : il y a lieu de croire, en effet , que si les maladies 
étaient les seules causes de mort, et qu'elle fôt, pour ainsi dire, acciden- 
telle, quelques-uns des hommes parmi le nombre immense de ceux qui 
ont vécu, auraient échappé a ces dangers pendant plus de deux siècles; 
ce qu'on n'a jamais observé. La chose A sera alors le temps que vivra 
un enfant qui vient de naître; z exprimera une valeur possible de A , 
et Zdz la chance de z résultante de toutes les causes, quelles qu'elles 
soient, qui peuvent la déterminer, non pas pour un enfant en particu- 
lier , mais pour l'espèce humaine, dans le lieu et à l'époque que l'on 
considère. Ainsi , concevons qu'une certaine constitution physique en 
naissant , donne une chance Z'dz de vivre précisément un temps égal 
à z , qu*une autre constitution donne une chance Z'dz de vivre jus- 
qu'au même âge, etc.; soient aussi Ç', Ç*, etc., les probabilités de 
ces diverses constitutions : à raison de ces causes , la fonction Z sera 
la somme Ç'Z' -f- Ç"Z''-f- etc., étendue h toutes les constitutions possi- 
bles ; et si ce nombre eàt infini, Z se changera en une intégrée définie, 
qui aura une valeur inconnue, mais déterminée. Dans le pays où les 
hommes naissent le plus forts ou le mieux constitués, cette intégrale aura 
sans doute la plus grande valeur; dans chaque pays, elle pourra n'être 
pas la même pour les deux sexes; sans doute aussi les valeurs de Z', 
Z" , Z^'^^ etc. t dépendront d'ailleurs des maladies possibles et du bien- 
être des hsJbitaats : la fonction Z sera différente , et par suite , Tinté* 
grale de Z»& le sera aussi, à deux époques éloignées l'une de Tautre , 
si dans l'intervalle quelque maladie a disparu , ou que le bien-être 
du peupk ait augmenté par le progrès de la société. On pourra , si 
Ton vent , prendre séro et l'infini pour les limites / et F de cette inté- 
grale , en ooosIdénlnA Z comme une fonction qui s'évanouit au-delà 
d'une valeur dà S| mccuinue aussi bien que la -forme de Z. Gela étant , 
les vakmB dbsei^éea de A seront les âges auxquels sont morts en très 
grand nombre f^ d'indivicblB nés dans un même ps^s et vers la même 
époque; et en appelante la somme de ces âges^ on aura, à très peu 
près et très probablement. 
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par conséquent, ce rapport -, bu ce qu'on appelle la vie mojrennet de- 

menrera constant pour chaque pays, tant qu'aucune des causes C. , C^, 
C3, etc., connues ou inconnues, n'éprouvera pas un changement no- 
table. 

En France, on suppose la y!e moyenne d'environ 29 ans; mais 
cette évaluation est fondée sur des observations antérieures à l'usage 
de la vaccine, et déjà très anciennes; elle doit être aujourd^ui sensi- 
blement plus longue; et il serait à désirer qu'on la déterminât de nou- 
veau , séparément pour les hommes et pour les femittes , pour les dif- 
férents étals, et pour les diverses parties du royauhie. On considère 
aussi la vie moyenne à partir d'un âge donné : s est alors le nombre 
des années qu'ont vécu au-delà de cet âge , un très grand nombre /ti 

d'individus ; le- rapport - est la vie moyenne relative à eet ige , avec 

lequel elle varie, en demeurant constante pour un même âge : on sup- 
pose qu'elle atteint son maximum entre 4 ^t 5 ^ns , et qu'eUe s'élève 
alors à 43 ans. Les tables de mortalité ont un autre objet : sur nn très 
grand nombre /a d'individu^ nés dans un même pays et à la même épo- 
que, elle font connaître les nombres de ceux qui vivent encore an bout 
d'un an ^de deux ans, de trois ans, etc., jusqu'à ce qu'aucun n'existe plus. 
En désignant par m le nombre des vivants qui ont un âge donné, c'est en 

vertu de la première équation du n* 54 1 qtie le rapport -^ est sensible- 

ment invariable, du moins tant qu'il ne s'agit pas d'un âgé très ayancé, 
et que mu'est pas devenu un noinlH*e très petit : vers cent ans, par exemple, 

œtte invariabilité consiste en ce que le rapport — est toujours une très 

petite fraction. 

/*00 

Dons l'intégrale / Xzdz, au lieu de faire varier z par degrés infi- 
niment petits , si Ton fait croître cette variable par des intervalles très 
petits ; que l'on prenne, pour fixer les idées, chacun de ces intervalles 
de temps pour unité; et qae l'on idésigne par A/, h^, h^, Me., la sé- 
rie des valeurs de 2, et par H, , H., H3, etc., les valeurs correspond 
dantes de Z, la somme des produits H^^i, H.A^, HjA^, etc., sera, 
comme on sait, la valeur approchée de cette intégrale. En désignant 
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par V la vie moyenne , à partir de la naissance, on anra donc aussi 

V = H.A. + H.*. + H,A, + etc. 

Or, H. exprimant ici la cha nce de mourir à un âge hm^ il s'ensuit 
que relativement à la durée de la vie humaine, on peut considérer la 
vie moyenne v comme lesperance mathématique (n** :i3) d'un enfant 
qui vient de naître et dont la constitution physique nous est in- 
connue; mais d'après les tables de mortalité, sur un très grand 
nombre d'enfants, plus de la moitié meurt avant d'avoir atteint cet 
âge V. 

(6:2). Supposons, pour dernier exemple, que pour un lieu donné et 
pour un jour de l'année aussi donné, on ait calculé l'excès de la haute sur 
la basse xa^t cpii aurait lieu en vertu des actions simultanées du soleil et 
de la lune* Prenons pour la chose A, la différence entre cet excès calculé 
et celui qui est observé dans le même lieu et à la même époque de cha- 
que année. Les valeurs de Â varieront d*une année à une autre, à rair 
son des vents qui peuvent souffler en ce lieu et à cette époque, et qui 
déterminent les. chances dé ces diverses valeurs. Or^ si l'on considèrç 
toutes les directions et les intensités possibles de ces vents, leurs proba;* 
bilités respectives, et les chances que ces causes donnent â une valeur 

quelconque z de A, l'intégrale. / Tàzdz aura une valeur inconnue, mais 

déterminée, et qui demeurera constante, tant que la loi de probabilité 

■S 

de: chaque vent possible ne changera pas. Le rapport - sera donc aussi 

k très peu près invariable; s étant la somme des valeurs de A , obser- 
vées pendant une longue suite d'années, 

Nous ne savons pas çi priori, si - est zéro ou une fraction qu'on 

Prisse négliger, c'est-à-dire | si l'influence des vents sur les lois 
générales des marées est insensible; l'expérience seule peut nous 
faire connaître la valeur de ce rapport, et nous apprendre s'il varie 
aux différentes époques de l'année , et pour les lieux différents 
où les observations sont faites, âur la côte, dans les ports, en 
pleine ïper# Pour connaître l'influence de tçl \ou lej yent en par- 
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ticalier^ il faudrait n'employer que des valeurs de A observées sous 
cette influence; toutefois, afin de n'avoir pas besoin d'un trop grand 
nombre d'années d'observations, ces valeurs pourraient répoudre à 
plusieurs jours consécutifs , pendant lesquels la direction du vent au- 
rait peu changé* Plusieurs savants s'occupent maintenant de cet exa- 
men, qui exigera un long travail, et ne manquera pas de conduire 
à des résultats intéressants. 

(63). L'exposition des règles du calcul des probabilités et de leurs 
conséquences générales, qui a été faite dans ce chapitre et dans le pré- 
cédent , étant actuellement complète, je reviens sur la notion de cause 
et i^ effet y qui est seulement indiquée dans le n® 27. 

La cause propre d'une chose E est, comme^on l'a dit dans ce numéro, 
une autre chose C qui possède une puissance de produire nécessaire- 
ment E , quelles que soit d'ailleurs la nature de ce pousH>ir et la manière 
dont il s'exerce. Ainsi, ce qu'on appelle l'attraction de la terre est 
une certaine chose qui a la puissance de faire tomber les corps situés à 
la surface du globe, dès qu'il ne sont pas soutenus; et de même, dans 
notre volonté , réside un pouvoir de produire, par l'intennédiaire 
des muscles et des nerfs, une partie de ces mouvements que Ton 
nomme, pour cette raison, mouvements volontaires. Quelquefois, dans 
la nature, la chose E n'a qu'une seule cause C qui puisse la produire, 
de sorte que l'observation de E suppose toujours l'interventioa de C. 
Dans d'autres cas, cette chose peut être attribuée à plusieurs causes dis- 
tinctes, qui concourent ensemble, ou qui s'excluent mutuellement de 
manière qu'une seule ait dû produire E. . . 

Telles sont, en ce qui concerne le principe delà causalité, les idées 
les plus simples et que je crois généralement admises. Cependant l'il- 
lustre historien de l'Angleterre a émis sur ce point de [métaphysique, 
une opinion différente qu'il convieut d'examiner, et sur laquelle le cal- 
cul des probabilités peut jeter un grand jour. 

Selon Hume (^)9 nous ne pouvons avoir d'autre idée de la eau-- 
salité que celle d'un concours et non d'une connexion nécessaire entre 

{*) Essais philosophiques sur Venlendement humain; septième essai.: de l'idée 
de pouvoir ou de liaison nécessaire*. 
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ce que nous appelons cause et effet; et ce concours n'est pour nous 
qu'une forte présomption , résultant de ce que nous l'avons observé 
un grand nombre de fois : si nous l'eussions observé un nombre de 
fois peu considérable 9 ce serait juger de la nature sur un trop petit 
échantillon , que de présumer qu'il se reproduira désormais. D^autres 
ont partagé la même opinion , et l'ont appuyée sur les règles de la pro- 
babilité des événements futurs, d'après l'obseryation des événements 
passés. Mais Hume va plus loin; et sans même recourir à ces lois^de 
probabilité, il pense que Tbabitude de voir l'effet succéder à la cause, 
produit dans notre esprit une sorte d'association d'idées qui nous 
porte h croire que l'efièt va arriver quand la cause a eu lieu ; cse qui 
peut être effectivement v^ai pour la plupart^es hommes, qui n'exa- 
minent pas le principe de leur croyance et son degré de probabilité : 
pour eux, cette association d'idées doit être comparée à celle qui se 
fait dans notre esprit, entre le nom d'une chose et la chose même, et 
qui est telle, que le nom nous rappelle la chose , indépendamment de 
notre réflexion et de notre volonté. 

Un des exemples que l'auteur choisit pour expliquer son opinion est 
le choc d'un corpsen mouvement contre un corps libre et en repos, et 
le mouvement de ce second corps à la sui^e de sa rencontre par le pre- 
mier. Ce concours du choc et du mouvement du corps choqué est, en ef- 
fet, un événement que nous avons observé un très grand nombre de fois, 
sans que l'événement contraire se soit jamais présenté ; ce qui suffit, 
abstraction fiiite de toute autre considération, pour que nous ayons une 
forte raison de croire, ou, pour qu'il y ait une très grande probabilité 
que le concours dontîl s'agit aura encore lieu désormais. Il en est 
de même de tous les concours de causes et d'effets que nous observons 
journellement et sans exception : leur probabilité s'alimente, pour 
ainsi dire , par cette expérience continuelle , et la raison ou le calcul, 
d'accord avec l'habitude, nous ddbne une grande assurance qu'à I*a- 
venir ces causes seront toujours suivies de leurs effets. Mais dans le 
eas d'un pîhénomène que nous avons seulement observé un nombre de 
fois peu considérable, à la suite de la cause que nous lui assignons, il 
n'y aurait, d'après lès règles précédemment exposées, qu'une proba- 
bilité qui ne serait pas très grande, pour le concours futur dé cette 
cause et de cet effet. Néanmoins, il arrive souvent que nous ne faisons 
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aucun doute 4e la reproducfion de ce* phénomène, lorsque sa cause 
aura lieu de nouveau. Or, cette assurance suppose que notire esprit at^ 
tribue à la cause une puissance quelconque de produire son effet , et 
qu'il admet une liaison nécessaire entre ces deux choses, indépen- 
damment du nombre, plus ou moins grand, de leurs concours observés. 
Ainsi, lorsque M. (£rsted découvrit qu'en faisant communiquer les 
deux pôles d'une pile de Volta, au moyen d'un fil métallique, il arri- 
vait qu'une aiguille aimantée, suspendue librement dans le voisinage 
de ce circuit voltaïque, déviait de sa direction naturelle; l'illustre phy- 
sicien fut sans doute convaincu , après avoir répété un petit nombre 
de fois cette expérience capitale, que le phénomène ne manquerait 
pas de se reproduire constamment par la suite. Cependant^ si notre 
raison de croire à cette reproduction était uniquement fondée sur le 
concours du circuit voltaïque et de la déviation de fàiguille aimantée, 
observé une dixaine de fois, j^ exemple, la probabilité que le phé- 
nomène arriverait encore dans une nouvelle épreuve, ne serait que 

— (n*" 4^) : dans une nouvelle série de i o épreu^res, ily aurait à parier 1 1 

tontre lo, ou à peu près un contre un , que l'événement aurait encore 
lieu sans interruption ; et dans une plus longue série d'expériences fu- 
tures, il deviendrait raisOnn^kble de penser que le phénomène ne se 
reproduirait pas à toutes les épreuVes. 

Je citerai encore pour exemple l'heureuse application . k la com- 
position chimique^des corps, que M. Biot a fidte rëoemmettt de 
la polarisation progressif^ de la lumière dans un sens déterminé, 
dont îl avait depuis long-temps constaté l'existence dans des mi- 
lieux homogènes et non cristallisés (^). Lorsque dans un nom- 
_ ■ ■ ... ■■■-.■ 

(*) Le principe de cette application est expose clairement et eu peu de inotrt dans 
la note suivante cfue M. Bi dt a bien touIu' me communiquer : 

a Un rayon lumineux de réfrangibilité fixe a été polarisé par réflexitHi: dans un 
1* certain plan. On ^analyse arpièf sa réftexi^n, en lui laissant tirare r ser un tbom- 
M hcfiàe de chaux cariK>natée rendu lëgèramenv prismatique par sa fivce posté- 
M rieuve; et Ton s'assure qu'il possède tous les caractères' dé la polarisation relati- 
N vementauplan dont il s'agît. Ainsi, lorsque ta section principale du prisme 
» rbombcTidal est pai«llète au plan de réflimion'y le rayon' passe simpteet subit 
H tout entier la réfraction ordinaire. Mais, si Ton tourtae cette sectibn , soir à 

21.. 
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bre peu considérable d'observations faites avec soin ^«Dn a reconnn 
qu une substance donnée , dévie le rayon polarisé k droite de Tobser-* 



» droite y soit à gauche , il se partage entre les deux réfractions, exactement 
» comme s'il ai?ait d'abord traversé un premier rhomboïde dont la section prin- 
» cipale serait parallèle au plan dans lequel la réflexion a eu lieu. Et généralement 
» toutes les propriétés du rayon polarisé sont symétriques autour de ce plan. 

» Ceci reconnu, on interpose dans le trajet du rayon polarisé, un tube creux 
» terminé par des glaces minces, et successivement rempli de liquides divers, qui, 
» tous , se présentent ainsi au rayon sous l'incidence normale. Puis on analyse 
» de nouveau ce rayon après sou émergence; et Ton observe les phénomènes 
» suivants. 

n L'eau, l'alcool, l'éther et beaucoup d'autres liquides ne troublent pas sensi- 
» blement la polarisation primitive du rayon. Car on lui retrouve toutes les pro«- 
» priétés physiques qui la caractérisaient. 

n Mais d'autres liquides, par exemple les wences de citron et de térébenthine, 
» certains corps solides non cristallisés, et même certaines vapeurs, troublent 
» cette polarisation. Car le rayon, qui les a traversés sous l'incidence normale , 
M donne des images doubles , dans les mêmes positions du prisme rhomboïdal où 
}> il en donnait primitivement de simple». Alors, en tournant graduellement la 
» section principale du prisme vers la droite ou vers la gauche de l'observateur , 
» on trouve toujours une certaine position ou l'image extraordinaire disparait. Et, 
» pour cette position , le rayon présente de nouveau tous les caractères d'une po- 
» larisation complète. De sorte que le plan de polarisation primitif a été seule- 
n ment dévié angUlairement par l'action du corps interposé. 

» Pour chaque substance, prise dans un même état physique, et agissant sur un 
» même rayon , la quantité absolue de la déviation est proportionnelle à l'épais- 
n seur de matière traversée ; de sorte que le sens dans lequel elle croit, fait con- 
» naître de quel côté elle s'exerce. Certaines substances l'opèrent vers la droite, 
» d'autres vers la gauche de l'observateur, pour les mêmes rayons; et, si on les 
» mêle ensemble y sans qu'il s'exerce entre elles de réaction chimique qui les dé- 
M nature, la déviation résultante est toujours la somme des déviations partielles 
>» qui auraient été opérées isolément par les mêmes quantités pondérables de cha- 
» que substance. 

«» Ces phénomènes de déviations progressivement croissantes, opérées dans un 
» sens propre , par des milieux homogènes agissant sous l'incidence normale , ont 
ji été présentés à l'Institut le a3 octobre 181 5. Ce sont les premiers faits de ce 
ïi genre qui aient été découverts , et reconnus dans leur caractère progressif. La 
» découverte de M. OErsted, qui présente un semblable caractère, leur est posté- 
» rieure de plusieurs années. » 
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vateur^ pour fixer les idées, et que les déviations observées ont été as- 
sez grandes pour ne laisser aucune incerlitude sur le sens dans le- 
quel elles ont eu lieu, cela suffit pour que nous soyons assurés, comme 
on Test d'une chose dont personne ne doute, que dorénavant la même 
substance fera toujours dévier la lumière à droite ; et cependant le 
concours de cette substance et d'une déviation à droite , observé un 
nombre de fois qui n'est pas très grand, ne donnerait qu'une faible pro- 
babilité, et même une probabilité inférieureà-, que dans un pareil 

nombre ou un nombre un peu plus grand d'épreuves nouvelles , au- 
cune; déviation à gauche n'aurait lieu. 

Ces exemples et d'autres que l'on imaginera aisément montrent, ce 
me semble, que la confiance de notre esprit dans le retour des effets à 
la suite de leurs causes ne peut avoir pour unique fondement l'obser- 
vation antérieure de cette succession, plus ou moins répétée.On va voir, 
en eiSet, qu'indépendamment d'aucune habitude de notre esprit, la 
seule possibilité d'une certaine aptitude de la cause à produire nécessai- 
rement son effet, augmente de beaucoup la raison de croire à ce 
retour, et peut rendre sa probabilité très a]^prochante de la certitude, 
quoique les observations antérieures soient en nombre peu consi- 
dérable. 

(64). Avant qu'un phénomène P ait été observé et qu'on sache s'il 
arrivera ou s'il n'arrivera pas dans toute une série d'expériences que 
l'on va faire , nous admettons donc que l'existence d'une cause C ca- 
pable de le produire nécessaire||^nt ne soit pas impossible. Nous con- 
cevons aussi qu'avant ces e^^Mnces, l'existence d'une telle cause 
avait une certaine probabilité^ résultant de considérations particu- 
lières qui la rendaient plus ou moins vraisemblable , et que nous re- 
présenterons par p. Supposons ensuite que P soit observé à toutes ces 
expériences dont le nombre sera désigné par n. Après cette observa- 
tion , la probabilité de l'existence de C aura changé; il s'agira de la dé- 
terminer, et nous la désignerons par fOr. 

Quelque soin que Ton ait mis à dimiimer l'influence des causes au- 
tres que C, susceptibles de produire le phénomène P à chaque épreuve, 
si C n'existait pas; on peut croire, néanmoins^ que l'on n'a pas rendu cette 
influence tout-à-fait nulle. Supposons donc qu'il existe certaines causes 
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U|y B^^«<. • B,^ coBimes ou inconnues, (fui ont pu aussi, à défaut 
de C, donner naissance à ce phénomène en se combiniht avec le ha- 
sard ( n*" 2^), savoir : B, dans la première expérience, B« dans la ae-* 
coiïde , • . • « B. dans la dernière. Soit généralement r; la probabilité de 
Texisteace de B| , multipliée par la chance que cette cause, si elle était 
certaine, donnerait à l'arrivée de P. En faisant, pour abréger , 

^i • ^* • rs • • • • ^u — — ' f 9 

ce produit serait la probabilité de larrivée de ce phénomène dans 
toutes les n expériences, résultante de Tensemble des causes B,, B., 
Bs, etc., et si la cause C n'existait pas; et comme i— /? est la probabilité 
de la non-existence de C, il en résulte, dans l'hypothèse que C n'existe 
pas, ( I — p) f pour la probabilité de l'événement observé, qui est ici 
l'arrivée constante de P. Dans la supposition contraire, sa probabilité 
est p, c'est-à-dire, qu'elle n'est autre chose que celle de l'existence dé C, 
antérieurement à l'observation, puisque cette cause produirait nécessai- 
rement l'arrivée de P à toutes les épreuves. Par conséquent, d'après la 
règle du a° 28, la probabilité de cette seconde hypothèse, ou deTexisr 
tence de C après Tobservation , a pour valeur 



fOr :=: 




et celle de sa no» - exiatenoe; est 

On piarvietit également à ce résti^^Bii ayant égard successivement 
auAr 72 expériences , au lieu deies considérer toutes à la fois, comme 
nous venons de lé feire. En effet, la probabilité de l'existence de C 
étatit p, par hypothèse , avant la première ei^ri ence , désignons ce 
qu'elle devient successivement , par p' après cette expérience et avant 
la seconde, par p'^ après la seconde et avant la troisième, etc. ; nous 
aurons 

/ p , (f^^)r, 



ji 






P ~" p' + (' -p') »-.' ' ~^ ""/ + (! -P')r. 

etc.; 
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et ea éliniinaat à'dhotdp' et i -^p' des valeurs de p'' et i *— p"» eosuile 
p" et I — *p" des valeurs de /?''' et i — /j'^V^tc,, on obtiendra les expres- 
sions précédentes de 'zsr et de i«-*<4ri pour les probabilités de Texistence 
et de la non-existence de C après la n'^"*' expérience. 

Maintenant, soit 4r' la probabilité ^ue le phénomène P arrivera, sans 
înterroption, dans une nouvelle série de n' expériences. Qnel que soit 
ce nombre n'^ la probabilité pour que Clpla ait lieu ettTertu delacanséC, 
si elle était certaine, est la probabilité asr de rexis|ence de C> conclue 
des n premières expériences. A xléfaut de cette canse , l'arrivée de P 
pourra aussi être due à d'autres causes B',, B\,. • •• B^» pareilles à 
celles que nous avons désignées tout à l'heure par B, , Bt, • • • • B., et 
dont ou ne pourra pas éviter entièrement l'influence. Représentons , 
relativement à ces causes futures, par /,, /.>... •r'./, ce que devien- 
nent les quantités précédentes r, , r«,. • . . r., de sorte que r^. soit 
à l'égard de V^, ce que rj* était par rapport à B| Faisons aussi 

La probabilité de l'arrivée de P dans les ri! expériences fiatures, sera 
( I — m) f\ %\ la cau^e C n'existe pa3. Nous en conduona donc 

jiiaur l'eiiipçessipn qgcyiplète de ^r^, on biieaj ea nattant pow* -m et 
I ^^is* leurs valeara ^siimàmim^ 

_ p^ (i^p) ff\ 



^ = 



p rh (i-^F)f 



ij^a poaé^ ces eaqpfeasîotta de*« et or' monivenl oosnment Im proba- 
bilité de Texistenoe de C^ qm ponvah être très faible avant ^dbacnra^ 
làon de P, a fm devenir très gnmde après que ce phénom^se a •été (ol>< 
serré nn nombre de fois peu considérable , et donner ensoiile juiu 
.prdiiabilité très approchante de la certilode, à Tartivée ^fonataBledi 
ce phénomène dans les «xpériencta latores. Sopposons^ par ^gc emph ;i 
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que par des raisons quelconques, et, 51 Ton veut, par une prévention 
de notre esprit , la probabilité de C à priori j n'était qu'un cent^ 
millième ; admettons aussi que l'influence des causes accidentelles , 
malgré les précautions prises pour l'éviter , puisse encore être telle 
que chacune des quantités r, , r« ^ r^ , etc. , soit , un dixième , ou 
une fraction moindre; si P a été observé seulement dix fois sans 
interruption , on aura 



4 



% 



p cas 0,00001, / <p (0,00001 ), 



et, en même temps. 



asr > 



I ^ ( I _ p) (o,oooaiy 



Par conséquent^ la probabilité de l'existence de C, après l'observation, 
différerait de l'unité , de moins d'un cent-millième, et la non-exis- 
tence dt cette cause serait devenue moins probable que son existence 
ne Tétait auparavant. Quel que sôit le nombre n', la probabilité ^' 
que P aura lieu constamment dans une série de n' expériences futures, 
surpasserait encore celle de l'existence de C, ou ne pourrait pas être 
moindre. 

(65). Dans cette application du calcul des probabilités , la cause C 
est considérée d'une manière abstraite^ c'est* àrdire, indépendamment 
d'aucune théorie qui ramènerait le phénomène P à des lois plus gêné-* 
raies , et en fournirait une explication exacte , d'après la cause qu'on 
lui attribue, ce qui augmenterait encore la probabilité de l'existence 
de celte cause. Nous considérons ce phénomène P comme ayant eu lieu 
sans interruption ; et le calcul précédent a eu pour objet de montrer que 
notre croyance à sa reproduction future, quand il i^'a été observé qu'un 
petit nom'bre de fois, ne peut être fondée que sur l'idée que nous avons 
d'une cause capable de produire nécessairement un phénomène de 
cette nature.. Le calcul des probabilités ne peut d'ailleurs nous faire 
connaître quelle est cette cause efficace, ni déterminer, quelle est la 
plus probaUe , parmi celles qui pourraient produire nécessairement le 
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phénomène , quand il y en a plusieurs auxquelles on pourrait Tattrî- 
buer. 

Lorsque P n'a pas eu lieu dans une ou plusieurs épreuves , et que 
l'on est certain, cependant, que la cause C capable de le produire né-^ 
cessairement, si elle existait , aurait dû agir dans toutes ces expérien- 
ces, il est évident que cette cause, ni aucune autre cause de cette es-^ 
pèce, n'existe pas. Mais outre les causes de* cette nature, il en existe 
d'autres qui agissent à toutes les épreuves, et sont seulement capables 
de donner une certaine chance à l'arrivée d'un phénomène P ( n** 27), 
en se combinant, soit avec le hasard, soit avec des causes variables ^ 
qui tantôt agissent et tantôt n'agissent pas. Ces causes variables et irré- 
gulières, que l'on ne doit pourtant pas confondre avec le hasard, peu- 
vent influer sur la chance moyenne de l'arrivée de P dans une longue 
suite d'expériences, et par suite ( n^ 52), sur le nombre de fois que P a 
eu lieu ou aura lieu , divisé par le nombre total des épreuves ; mais 
si l'on a pris soin de diminuer, autant qu'il est possible, l'influence 
des causes accidentelles, de sorte qu'on puisse la supposer sensiblement 
nulle , et si le phénomène P a été observé un nombre m de fois dans 
un très grand nombre ia d'épreuves, il y aura une très grande probabi* 
lité qu'il existe une cause permanente, favorable ou contraire à la pro- 
duction dei ce phénomène , selon que m sera notablement plus grand 
ou plus petit que la moitié de /a. 

Ainsi , en prenant potir exemple , le cas d'un corps à deux faces , 
projeté en l'air un très grand nombre de foiâ , l'existence d'une cause 
favorable ou contraire à l'arrivée d'une face déterminée, peut être re- 
gardée comme extrêmement probable, lorsque les nombres de fois que 
les deux faces sont arrivées différent notablement l'un de l'autre, 
comme dans l'expérience de Buffbn précédemment citée (n° 5o). 
Quelle est cette cause permanente ? Le calcul des probabilités nous en 
montre seulement la nécessité, et ne peut nous en indiquer la nature. 
Ce sont les lois de la mécanique qui nous font voir qu'elle doit être la 
supériorité du poids dans une des parties du corps projeté, sans nous 
apprendre toutefois, à raison de la complication du problème, à déter- 
miner les effets d'une pareille cause , et la chance qu'elle donne à l'arri- 
vée de chacune des deux faces, qui ne peut être connue que par 
l'expérience. 

22 
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C'est ptr un semUbMe procédé que Ton pourrait consfater, ainsi cfoe 
Laplace l'a proposé (^) , Texistence ou la non-existence de certaines 
causes occultes, qui ne sont pas absolument impossibles à priori , et 
n'ont paS| non plus , le pouvoir de produire néeeasairemeiil les phé- 
nomènes auxquels elles se rapportent. Pour cela, il &udrait de longues 
séries d'épreuves, en écartant, autant qu'il serait possible, l'influence 
ctes causes accidentellea, et tenant compte, avec exacliludei, du nombre 
de fois qu'un phénomène a été <>bservé et du nombre de fois qu'il n'a 
pas eu lien : si le rapport du premier de ce» nombres au second surpas* 
sait notablement l'unité, TexisteuGe d'une cause quelconque et la 
chance q^lslle donne à la piXNlucticm de ce phénomène aurMenf une 
très grande probabilité. 

Si deux joueurs A et B ont joué Fttn contre l'autre un très grand 
nombre fr de parties, que A en ait gagné un nombre m, et que le rap- 
port " excède 3 , d'une fraction qui ne soit pas très petite ; l'existence 

d'une Clause favorable à A peut être regardée comme à peu près certaine. 
Lorsqu'aucuQ des deux joueurs, n'a (ait ua avaota^ à l'autre , cette 

VMS 

cause est la supériorité de A sur B, dont le rapport — donne, pour ainsi 

dire, la mesure. A un jeu de cartes, au piquet par exemple, le résultat 
de chaque partie ne peut dépendre que de la différence d'habileté des 
deux joueurs et de la distribution des cartes entre eux. Si aucuu des 
deux n'a triché , cette distribution est l'effet du hasard; elle peut in- 
fluer sur la proportion des nombres de parties gagnées par les deux 
joueurs, quand ces nombres sont peu considérables : c'est ce qu'on 
peut appeler le bonheur ou le malheur^ pourvu que Ton n'attache pas 
l'idée de l'un ou de l'autre aux personnes qui jouent; car il serait ab- 
surde de supposer qu'il y eut un rapport quelconque entre ces per- 
sonnes et les cartes que le seul hasard leur a distribuées : à chaque 
coup, celles qui sont échues à l'un des joueurs auraient pu également 
échoir à l'autre. Mais dans une série die partie3 suffisamment prolon- 
gée , il n'y a plus que la différence d'habileté des joueurs qui puisse 



(i) Essai philosophique sur les probabilités , page i33. 
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influer sur les chances du jeu : à la longue, les joueurs habiles sont les 
seuls heureux, et réciproquement. Si A et B jouent de nouveau un très 
grand nombre fi! de parties , il y aura une grande probabilité que le 

nombre de celles que A gagnera, différera très peu du produit \»! — ; 

de sorte que si cela ne se vérifiait pas, on serait fondé à penser que 
dans rintervalle des deux séries de parties , la supériorité de A sur B 
aurait augmenté ou diminué. 



23.. 



/ 



173 RECHERCHES 



A«« W» «^ »%»%»^^W»» \ \M%/%/SV^fV^^^ W»»H^t%^»»%^^^A%»^<W<^*^^^^<W»»>^'%^^^^^^^^^^^^^l^^^^**»^'^^ »^^»»)»^\^ %^%ft»»M^»VW»% 



CHAPITRE III. 



Calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres. 



(66). Lorsqu'on veut calculer le rapport des puissances très élevées 
de deux nombres donnés^ on le peut toujours , sans difficulté, au 
moyen des tables logarithmiques, en employant, s'il est nécessaire, des 
logarithmes qui contiennent plus de décimales , que ceux dont on fait 
usage ordinairement. Si a et 6 sont ces deux nombres, et met /z leurs 
puissances, on aura 

les produits m.log.a , /z.log.6 , et leur rapport s'obtiendront aisément; 
et cerapportétantlelogarithme de celui qu'on demande, on trouvera 
ensuite celui-ci dans les tables. Mais il n'en est plus de même, lorsqu'il 
s'agit du rapport de deux produits dont chacun est composé d'un très 
grand nombre de facteurs inégaux , tel que 



a, . £7, . aj . . *a 



m 



à,,b^,b$. . ,b„^ 



les deux nombres m et n étant très grands, l'addition des logarithmes 
de a, , a«, ^1, etc., et de ceux de A,, i., èj, etc., deviendrait très 
pénible , et même impraticable, ainsi que le calcul de ce rapport. On 
est obligé alors de recourir à des méthodes d'approximation , dont 
Sirling a donné le premier exemple, et qui ont cela de très remar- 
quable qu'elles introduisent , dans les valeurs approchées des rapports 
que l'on considère , la circonférence du cercle et d'autres quantités 
transcendantes, quoique leurs valeurs exactes soient des nombres en- 
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tîersy ou des fractions qui ont des nombres entiers pour numérateurs et 
pour dénominateurs. 

Ces rapports de produits d'un très grand nombre de facteurs , et les 
sommes de nombres aussi très grands de semblables rapports , se 
présentent dans la plupart des applications les plus importantes du 
calcul des probabilités; ce qui rendrait les règles exposées dans les 
deux chapitres précédents, bien qu'elles soient complètes ^ très peu 
utiles ou tout-à-fait illusoires , sans le secours des formules propres 
à en calculer les valeurs numériques avec une approximation suffi- 
sante. Ce sont ces formules dont nous allons maintenant nous oc- 
cuper. 

(67). Considérons d'abord le produit 1.2. 3 .../z, àesn premiers 
nombres naturels. 

Ici et dans tout ce chapitre, la lettre e sera employée pour repré- 
senter la base des logarithmes népériens. Par le procédé de l'intégra- 
tion par partie , on trouvera 



r 



e'^a^dx = I «a.S.. «n. (1) 



Le coefficient e"'*x" de dx^ sous cette intégrale, s'évanouit pour a:=o 
et pour x = 00 ; entre ces deux limites, il ne devient jamais infini, 
et ne passe que par un seul maximum que Ton déterminera en égalant 
sa différentielle à zéro : en appelant H sa valeur maxima, et h la valeur 
correspondante de j:, on aura 

h = n, H = e"-*^-. 

Cela étant , on pourra poser 

c— X" sac He-'* ; 

t désignant une nouvelle variable que l'on fera croître depuis ^=-« oo 
jusqu'à ^ = 00 , et dont les valeurs particulières /= — 00^ ^ = 0, 
^= 00 , répondront respectivement à a: = o., x ^^^h, j: = oo. En 
regardant x comme une fonction de tp nous aurons alors 
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On aara aussi 

log.e^'a^ = log.H — t*; 
et si l'on fait 

a: = A -|- x', 

et qu'on développe suivant les puissances de x', il en résultera 

en oi)servant que la différentielle première de log. H est égale à zéro^ et 
où l'on fera h =n après les différentiations. La valeur de af que l'on 
tirera de cette équation pourra être représentée par une série de la 
forme 

x' = Vt H- A"^ + h'"t^ + etc. ; 

h% A", h"^, etc., étant des coefficients indépendants de t, que l'on dé- 
terminera , les uns au moyen des autres ^ en substituant cette valeur 
dans cette équation , et égalant ensuite à zéro la somme des coefficients 
de chaque puissance de t dans son premier membre. On aura , de cette 
manière, 

—^— '^ + 6 —dp-' * = o W ^ ^ 
etc. 

En désignant par i un nombre entier et positif) on a 
J —00 a J -H» 



On a aussij conune on sait, 



r^e-'^dt = y/vi 
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ir désignant toujours le rapport de la circoofiéreoce aa dianètre. 
Donc^ à cause de 

^=2^ = h' + 2K't + 5A"'/» H- etc. , 
nous aurons 

Il suffire donc de déterminer les coefficients h% h^, h% etc^ de raags 
impairs; or au moyen des équations (a), on trouve 

par coiMéiquent, en ayant égard 2i réi|U«tîoB (i)et à h valeur de H, 
on aura finalement 

1.3.3...»= /i"e"" \/i^ (»+lii + ^sfc^"*"^*^)- (') 

(68). La série contenue entre les parenthèses sera d'autant plus con- 
vergente dans ses premiers termea, qufil s'a|pura d'un plus grand nom- 
bre n. Toutefois, elle est du genre des séries qui finissent par devenir 
divergentes , en les prolongeant convenablement ; mais en réduisant 
cette série à sa partie convergente , on pourra toujours faire usage de 
la formule (3) pour calculer une valeur approchée du produit des n 
premiers nombres naturels ; et il ne sera pas même nécessaire que m 
soit fort considérable pour que l'approximation soit très grande. En 
prenant, par exemple , n = 10, la formule réduite à ses trois premiers 
termes, donne 3628800 à moins d'une unrtéprès, et ce nombre en« 
lier se trouve être aussi la valeur exacte du produit des 1 o premiers 
nombres naturels. 

En mettant 2n au lieu de n dans la formule (S) p il vient 
t.a.5...2n-.i .2n=s»(27i)"e— • \/^(l'fr^f^ + ^j^ -^ etc.); 
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mais on a identiquement 

on aura^ par conséquent, 

1. 2.3. ../i. 1.3.5. ..2/1 — i=52'"*""n"e""'*\/^/iri-j--i--j-etc.jf 

et en divisant cette équation membre à membre par l'équation (3) , on 
en conclut 

I.3.5..-2»— i:«(2«)-e-V^(i— ^;j + ^TsW+^^^O' ^^^ 

en sorte que Texpression en série du produit des nombres impairs ne 

renferme plus la quantité k/'tc, qui se trouve dans celle du produit des 
nombres pairs et impairs. 

SI l'on fait n = i dans cette équation et dans la formule (3) , on en 
déduit 

Far le calcul direct^ on a 



—-p=r = 0,96105. . • , -7= = i,o8444- * • • ; 

2 V^ 2 y ^w 

et ces séries réduites à leurs trois premiers termes j donnent 0,95920 
et 1,08680; ce qui difiere très peu des valeurs exactes. Ces exemples 
numériques, joints au précédent, montrent quel degré d'approxima- 
tion on peut attendre des formules de ce genre^ dont on fera un con- 
tinuel usage dans ce chapitre. 
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En multipliant par a" les deux membres de l'équation (5) , les 
élevant ensuite au carré, et les divisant par 2«, il vient 

«À 

en élevant les deux membres de l'équation (4) au carré, et supprimant 
dans le premier un facteur égal à l'unité , on a de même 

1.3.3.5.5... 271— 1.271— j=a(2w)"e-*-(iH-^^ 

De cette manière, les premiers membres de ces deux équations sont 
des produits composés d^un même nombre de facteurs , égal à 27z — i ; 
et si l'on divise ces équations membre à membre, on en conclut . « 

î / 1 , ^ \ î*-.^ /i.A,6 2/1 — 2.2n — 2.271 ;r. 

-ttIi ^-etc. )= — ^ Z K f: 5 f . 

2 \ i2n / 1 .3.3.0.5. • .2n — 3.2/1— 1. 2/1 — 1' \ * 

résultat qui coïncide dans le cas de n infini , avec la formule connue de ^ 

Wallis , savoir : 

1 2*a.4-4«6.6.8. . . . 

2 1.3. 3. 5^. 57. 7....' 

C'est à Laplace que l'analyse est redevable de la méthode que nous 
venons d'employer pour réduire les intégrales en séries convergen- 
tes dans leurs premiers termes , et propres à en calculer des va- 
leurs approchées, lorsque les quantités soumises à Hntégration sont 
affectées de très grands exposants. Nous en verrons dans la suite 
une autre application. 

(6g). Maintenant, soient £ et F deux événements contraires, de 
nature quelconque, dont un seul arrivera à chaque épreuve; dé* 
signons par p et q leurs probabilités que nous supposerons cons- 
tantes; appelons U la probabilité que dans un nombre fi d'é- 
preuves, E arrivera un nombre m de «jEbis, et F un nombre n de 
fois; noo^ aurons (n* 1 4) * 

iT i.a.3. . .ft -g. 

^ ~~ i.a.3...m.i.a.l77T^ '^^J ^^^ . ^ 

a5 



^ 
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où Ton devra faire 

• 

Or, si fJL, m 9 n, sont de très grands aombres^ il faudra recourir à 
la formule (3) pour calculer la valeur numérique de cette quan- 
tité U. Eu supposant chacun de ces trois nombres assez grand poiur' 
qu'on puisse réduire cette formule à son premier terme 9 noui» 
aurons 



1.2.3. .i^t Z=2 fjf^ s/ 27rfJL f 

I . p. . 5 . . . /n = m" \/2'7tm, 



1 .2,5. . • /z 5=r /i" \/27rn, 



et par conséquent 



u ;= c^r m' J-^ , (6) 

\m / \ n / V H'jrmn ' 



pour la valeur approchée de U. 

Il est facile d'en conclure que Tévénement composé le plus pro« 
bable, ou celui pour lequel cette valeur de U sera la plus grande, 
répondra au cas où le rapport des nombres /n et n approchera 
le plus possible d'être égal au rapport des deux probabilités p et a. 
En effets si Ton considère , au contraire ^ m et n comme des nombres 
donnés et p ci q comme des variables dont la somme est l'unité , 
mais qui peuvent croître par degrés infiniment petits^ depuis zéro 
jusqu'à Funîté, on trouvera, par la règle ordinaire, que le maximum 

de U répond à p = — et j = -. Mais vu le grand nombre des 

autres événements composés y moins probables que celui-là , sa pro- 
babilité sera néanmoins peu considérable et diminuera à mesure 
que le nombre ft des épreuves, que l'on suppose très grand, aug- 

mentera encore davantage. Par exemple, si l'on a p ssTijf fe -, et que 

/A soit un nombre pair , l'événement composé le plus probable ré- 

pondra à ?» ;^ n = - j et d'après la formule (6), sa probabilité U aura 



->♦, 
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paur Talenr 

laquelle décroîtra, coaune on voit^ en raison inverse de la racine 
carrée du nombre (jl. En prenant ^6 = lop, on aura 



-: 1 



U = 0,07979, 1 — U = 0,93021; 



port — s'ëcarte de -, en plus ou en moins, 'aa- delà d'une certaine li- 

mite dont l'ëteiidiie est en raison inverse de \//e*« 
En effet, prenons encore poar exemple le cas de/» av» 9=3 -; soit 

g une quantité domiée^ positive ou négative» et moindre qtie V^jx, abs- 
traction faite du signe ; si nous faisons | dans la formule (ô). 



nous en déduirons 



"-(-?) ^'(-#'"'o+T^r'^'v^s 



f .• 



•f". 






.A. 
• - - 

>■ ■ » i . 

en sorte qu'on pourra parier un peu plus de 92 contre 8 , que dans ^ ^^ $ 

100 épreuves, les événements contraires E et F, tous les deux égale- < .^ 

ment probables, n'arriveront pas néanmoins un même nombre de 

fois. Si Ion eût conservé le second terme de la formule (3) , cette der- '^^ 

niière expression de U se trouverait multipliée par 1 — T^î ce qui dî- 



^ ■»-■. 



^•■ -. 



minuerait U d'un 4oO* de sa valeur , dans le cas de u = 100. . .^, * JN» 

(70). Non-seulement l'événement composé pour lequel les nombres !\. .-^ 

m et 72 approchent le plus d'être entre eux comme les fractions 
p et qp est toujours le plus probable^ mais dans un nombre /t d'épreuves, .,. 

donné et supposé très grand, les probabilités des autres événemeAts - 
composés ne commencent à décroître rapidement que quand le Fsp- 



< 
w* 



aS.. 



•lA 
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Or, si g est une fraction ou un nombre très petit par rapport à y/^ $ 
on aura , par la formule du binôme ( n^ 8 ) , à très peu près y 



• » 



(-Î)"''V 



I 

A* 

e 



-;:i" â^" 



et en prenant sous le radical , fe au lieu de ft *- g*, il en résultera 



P A • V «r/ii 



■ %^ 

■•■»•' 



u=v/-« 



~ie 



^^ 



m 

pour la loi du décroissement de la probabilité U, dans une petite 
*.ï . étendue, de part et d'autre de son maximum. En faisant, par exemple^ 

1 
A^=30o, g s 



l/ï' 



on en conclara que dans 200 épreuves , la probabilité que les évé-^ 
nements E et F, dont les chances sont égales, auront lieu le premier 
io5 fois et le second g5 fois, est à la probabilité qu'ils arriveront cha- 

r 

cun 100 fois, comme e ^ est à l'unité, ou à peu près, comme 3 est à 4. 
La formule (6) suppose que chacun des trois nombres /jl, m, n, 

est très grand; cette condition étant remplie, et si le rapport — 

s'écarte beaucoup de ^, cette formule donne pour U une valeur très 

petite relativement à son maximum; mais il est bon d'observer que si 
l'on suivait une autre méthode d'approximation, la valeur toujours très 

petite de U que l'on trouverait , lorsque la différence ^ est une 

très petite fraction, pourrait ne pas coïncider avec celle qui se déduit 
de la formule (6), de telle sorte que le rapport de l'une de ces valeurs 
approchées à l'autre pourrait différer beaucoup de rùnité. 

Pour le faire voir, j'observe qu'en vertu d'une formule qui se trouve 
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dans TuQ de mes fhémoires sur les intégrales définies (^) , on a 

- / ^ cos^ a:* cos (m — fi) a:dxs= _ '•^- , '• * ^ , J_^ 

«■y o ' 1. 2.0. ...m •1.2. O... .71 ^/u 

Quels que soient les nombres m et /i, et leur somme /x, on aura donc, 
d'après l'équation (5) , 



I 



U = - I ' cos'* X cos (/n — n) X dûc ^ 

dans^le casde/? = y = -, qu'il nous suffira de considérer. Or, siu est 

un très grand nombre, et si, dans un calcul d'approximation, on le 
traite comme un nombre infini , le facteur cos f*x de dx sous le 
signe d'intégration , s'évanouira dès que la variable x aura une gran-> 
deor finie; et l'autre facteur cos {m — n)x ayant toujours une valeur 
finie, il s'ensuit qu'on pourra, sans altérer la valeur de l'intégrale, 
l'étendre seulement depuis x =,o jusqu'à ar = a, en désignant par a 
une quantité infiniment petite et positive. Entre ces limites , on aura 

cos j: =r I — - x^f cos X =z e a > - 

a 

et, par conséquent, 

U = -/ e ^ . cos (m — n)xdx. 

I 
Mais actuellement, le facteur e ^ s'évanouissant pour toute valeur 
finie de a:, on peut aussi , sans altérer la valeur de cette nouvelle inté- 
grale, l'étendre au-delà de x=: a, et si l'on veut jusqu'à jr = oo • et 
comme on a , d'après une formule connue , 



i e""^'*'* cos (m — n)dèdxz=: x/ ^ 






(^) Journal de V École Polytechnique, 19* cahier, page 490. 



r 



t 



}} 
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il en résultera 




Cela posé , si Ton fait , comme plus haut ^ 

m — 7i = gY/^, 

cette valeur de U coïncidera avec celle qui se déduit de la formule (6), 

seulement lorsque g sera un très petit nombre relativement à v/ytt; et 
pour d'autres valeurs de g, le rapport de l'une à l'autre de ces deux 
valeurs de U différera beaucoup de l'unité, et pourra même devenir 

{ un très grand nombre. En prenant, par exemple, g= - \//Ê* ^^ 



m — 71 = -/te, la formule précédente donne 






— -8'* 

e 



On déduit de la formule (6) 

"=(-r'o-ir(-+îrv5' 

ou bien^ à cause que le second facteur est à très peu près égal au troi «- 
sième , il en résulte 

Or, ces deux valeurs de U s'accordent en ce sens qu'elles sont tantes 
deux très petites, et qu'elles montrent, en conséquence, que dans un 
très grand nombre /x d'épreuves, M 7 a une probabilité U extrêmement 
faible que les deux événements E et F, dont les chances sont égales, 

• 3 I 

arriveront des nombres de fois j/a etj/i, ou dont l'un sera triple 

de l'autre. Mais si Ton divise la dernière valeur de € par la pre- 
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mière, on a 

2 /64v/e\r. 



V/3 



3 VTTj 



quantité qui croit indéfiniment avec fi , et surpasse déjà 800 pour 

f^ra 100. 

(^i). Supposons toujours les chances de E et F constantes, mais in- 
connues. On sait seulement que dans un nombre ft ou m -f- '^ d e- 
preuvesi E et F sont arrivés m fois et n fois. On demande la proba- 
bilité que dans un nombre ^t' ou m' + n' d'épreuves futures , E et F 
arriveront m' fois et n' fois. En la représentant par U' ; désignant par 
Pi le produit des / premiers nombres naturels , de sorte qu'on ait 

et faisant , pour abréger , 



nous aurons (n^ 4^) 

— * ** "p pT • 

Quels que soient m' et 72', si /71 et 72 sont de très grands nombres^ et 
que Von réduise, comme plus haut, la formule (5) à son premier 
terme , nofis aurons 



27171 f 



les valeurs des autres produits ^n^f/f^^^i* etc., se déduiront de 
celle de P, en y mettant n + /i' , f*+ 1 , etc., au lieu de n; et il en 
résultera 

U'— HK ("'■Hw')''^{H-'»')'^(>'->- ly 

m» n* Ot -f. f,'+ i)l»+f' * 



*l ■ 
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pour la valeur approchée de U', dans laquelle on a fait, pour abréger. 



^ 

^+^' 






On peut aussi mettre cette expression de U' sous une autre forme : 
à cause de la grandeur de jul, on a, a très peu près, par la formule du 
binôme I 

(■+i;=(-+,-i7r*''^ 

et il cause de jul' z=z m* '+- n\ il en résulte 

u'=HK(.+^')-(.+0(.+;-)-x^rc-T^r' w 

Si ni et ^i' sont de très petits nombres par rapport à t» et n, on aura, 
à très peu près. 



('+^)=«-'. (■+r)='"'. (■+:-)-'=»"'. 

soit par la formule du binôme (n"* 8), soit par la considération des 
logarithmes; on aura également, à très peu près. 



et Ton pourra aussi remplacer le facteur K par Tunité donljl différera 
très peu. Par conséquent, nous aurons 

C'=H(")-C")'; 

et d'après la formule (5), nous voyons que cette expression de U' coïn- 
cide avec la prohabilité que les événements E et F arriveront des- 
nombres de fois w! et n', dans un nombre d épreuves m! + n', lorsque 
les chances /> et ^ de E et F sont données à priori, et ont pour valeurs 



X 
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certaioes /> = — et q=s-. Dans le cas particulier de m'sss i et n'=s o, 

WtfÈ 

on a Hssi et U'=: - ; en sorte que la probabilité qu'un évënement E 

qui a eu lieu un nombre m de fois dans un très grand nombre fx d'é- 
prM|f«8, arrivera encore une fois dans une nouvelle épreuve, a pour 
valéiir approchée le rapport de ma fij ce qui est conforme à la règle 
du n» 49. 

Mais lorsque les nombres m' et n^ ont des grandeurs comparables à 
celles de m et n, la probabilité U' n'est plus la même que si les chances 

de E et F étaient données à priori, et certainement égales à — et -• 

Pour le faire voir par un exemple, je désigne par h un nombre entier, 
ou une fraction qui ne soit pas très petite , et je prends 

m'=zmh, n':=znhj iis^ixh; 

la quantité K est alors à très peu près égale à : ; et à cause de 

fjLz=zm'\'n, la formule (7) se réduit à 






l/i+A 

En la comparant à la formule (5), et désignant par U, ce que devient 
celle-ci quand on y fisiit 

ut 71 

et que Ton y met m' et n' au lieu de m et n, on en conclut 

d'oii il résulte que U' est moindre que V,, dans le rapport de l'unité à 

y/i +h, et que, par conséquent, U' est une très faible probabilité/ 
lorsque k est un très grand nombre. 

Ainsi, il y a une différence essentielle entre les probabilités p eiq 
des événements E et F, qui sont données par hypothèse, et leurs 

24 
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/peohobililës ^ &t-y dédnsln des nombres de fois qxre E et F soflt 

arrives dans un très grand nombre d épreuves : là probabilke <|ue E 
et F arriveront des nombres de fois donnés dans une autre série d'é- 
preuves , est moindre dans le second cas que dans le premier ; diffie- 
rencid qui tient à ce que les probabilités de E et F , conclues de l'obser- 
vation, quelque grands qae soient les nombres m et n sur lesquels 
elles sont fondées , ne sont cependant elles-mêmes que probables^ tan- 
dis que lès probabilités de E et F^ données à priori j ont des valeurs 
ceftaiïies. Sî Ton sait, par exemple, qu'une urne A renferme des 
nombres éffmx de bonles blsmcfaes et* de boules noires , il y aura une 
probabilité à très peu près égale à 0,07979 , comme on Ta vu pins 
haut, que dans 100 tirages successifs, et eu remettant à chaque fois 
dans A la boule qui en est sortie, on amènera 5o boules de chaque cou- 
leur ; mais si la proportion des boules blanches et des boules noires 
contenues dans A n'est pas donnée, et que Ton sache seulement que 
dans 100 tirages il est arrivé 5o boules Manches, et 5o boules noires, 
la probabilité que la même chose aura lieu dans 100 nouvelles épreuves 

ne sera plus que la fraction 0,07979, divisée par v'a , ou o,o5658 , en 
faisant h = i dans l'équation précédente. 

(73). Pour donner un exemple du cas où les chances des événements 
E et F varient pendant les épreuves^ je suppose qu'une urne A con- 
tienne un nombre c de boni» dont a hontes Manches et b boules 
noires; qu'on en tire successivement un nombre fi de boules, sans 
remettre dans A les boules qui en secont extraites; et j'appelle Y la 
probabilité que dans fc tirages, on amènera, suivant un ordre quel- 
conque , m boules blanches et n boules noires. D'après la formule du 
n* 18, en désigtiant par a' et 4^ les nombres de boules blanches et de 
boules noires qui resteront dans A après les tirages, et leur somme 
par c', de sorte qu'on ait 

m' osa a -'^ m, ' V zss b '^ n, c^ =z c — /jl; 
faisant, pour abréger. 



i.*.3...«'. i.i 3. ..^' = » > 
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et conservant la notation àgL numéro précédent^ nous aurons 

p p p 

Si a^ b, m, n, sont de trèagraiiilB nombres, les valeurs des six produits 
^F«, fty etc.^ seront données par la formule (3); et en la réduisant à 
son premier terme, et observant qu'on a 

fA ssz m ^ n, c Si a ^ b^,^ 

dh en conduii 






V = H' (!)• 0' O" 0" v/=f • 



pour la valeur approchée de V ; laquelle est exacte et égale à l'unité , 
dans le €as où Ton m 

a, n :s^ b, A^ = ^, 



et où l'on doit prendre , en conséquence % l'unité pour le fà(Çt^iir H' : 
elle exprime alors la probabilité que dans un nombre c d'épreuves , 
oh tirera de Â, les a boules blanches «t les b boules noires que cette 
urne contenait; ce qui est la certitude. 
Dans le cas où les nombres m et n sont entre eux comme atV^^ on 



^a aussi 



il- a , fn b n 



/*' c "^ ^' 



et si l'on fait 



a , b f 



l'expresnon de Y dftvieat 



i" 



v° ...ji':'j^:.x.> ^-^v4 

Bn la comparant à la fimrmuje (5), et désignant par Y' la ptrofcabîKléiftie 
deux événements dont les chances aerajen,t constavles et .^aics aux 



.■^» 



t 



fr • 



t- 



■^ 



• 



4K 



• • • , 



4« 



-4 * 

4» il 






■h 
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chances - et - des extractions d'ane boule llànche et d'une boule noire 

c c 

à Torigine des tirages^ arriveraient des nombres de fois a' et i' dans 
un nombre c' ou a' + ^' d'épreuves ^ on aura 



= rv/|. 



V 

ce qui montre que la probabilité V est plus grande que V dans le rap- 
:^' port de \/c a |//Â, quel que soit le nombre c' de boules qui restent 

dans A après leis tirages , et pourvu seulement que le nombre /â, àf 
. ** houles qu'on en a tirées soit très grand. 
'■' On peut remarquer que l'on a 

de sorte que* les nombres a' et b' de boutes des deux couleurs qui res- 
tent dan» A , sont entre eux comme les probabilités p' et q'j ou comme 
les nombres a et & de pareilles boules que cette urne contenait pri- 
mitivement. Si l'on a, par exemple, p' = ç' = 7, et conséquemment 
a' = 6' sa ^ c', on aura (n** 6$) 



=V^' 



et à cause de c' =iC—/JL, il en résultera 



Lorsque /i^=:\c, cette quantité a pour valeur 



d'où l'on conclut que quand une urne A renferme des nombres très 
grands et égaux, de boules blanches et de boules noires, et qu'on en tire 
la moitié de leur nombre total, san^ y remettre les boules sorties, la 
probabilité d'amener autant de boules blanches que de boules noires, 

surpasse, dans le rapport de Va à l'unité , la valeur qu'elle aurait |i 
l'on eût remis dans l'urne, la boule extraite k chaque épreuve. 
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(73). Je reviens actuellement au cas où les chances petq des deux 
événements E et F sont constantes , et je vais considérer la probabilité 
que dans un nombre /jl oum-^n d'épreuves, E arrivera au moins m 
fois et F au plus n fois. Cette probabilité sera la somme des m pre- 
miers termes du développement de (/i^ H~ ?)^ t ordonnée suivant les 
puissances croissantes de 9; de sorte qu'en la désignant par P, on aura 
(nviS) 



„• 



mais sous cette forme^ i! serait diffieile de la transformer en une inté- 
grale à laquelle on puisse ensuite appliquer la ' méthode du n° 67 , 
lorsque m et 11 seront de très grands nombres. Cherchons donc d'abord 
iM|e autre expression de P qui convienne mieux à cet objet. ^ 

On peut aussi dire que l'événement composé dont il s'agit consiste 
en ce que F n'arxivera pas plus de n fois dans les (jl épreuves. En le 
considérant de cette manière^ je l'appellerai G. Il pourra avoir lieu 

dans les /i + I ^^^ suivants : 

i^. Si les.Jii |Mremières épreuves amènent toutes l'événement E; car 
alooi» il ne^ restera plus que fi^^m o\x n épreuves qui ne pourront 
pas amener F plus de n fois. La probabilité de ce premier cas sera p". 

i*. Si les 7»+ I premières épreuves amènent m fois E et une fois F, 
sans que F occupe le dernier rang, condition nécessaire pour que ce 
second cas ne rentre pas dans le premier. Il est évident que les /i — 1 
épreuves suivantes ne pouvant amener F que n — 1 fois au plus, cet 
événement n'arrivera pas plus de ^i fois dans la totalité des épreuves. 
La probabilité de l'arrivée de m fois E et de une fois F, qui occuperait 
un rang déterminé , étant pTq, et ce rang pouvant être les m premiers, 
il s'ensuit que la probabilité du second cas favorable à G, sera mp'^q. 

3*. Si les ii»+:i premières épreuves amènent m fois E et deux fois F, 
sans que F occupe le deuxième rang, ce qui est nécessaire et suf&sant 
pour que ce troisième cas ne rentre iii dans le premier, ni dans le se- • 
coiKid. La probabilité de l'arrivée de m fois E et de deux fois F , dans . 



\; 
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des rangs dëterminés y serait p^tf ; en prenant deux à deux tte m 4- i 
premiers rangs poror y placer F, ona-;iii(m-t-0 combinaisons dif- 
férentes; la probabilité du troisième cas favorable à G aura donc 
^m{rn-\* i)p^q^ pour valeur. 

En continuant ainn, on arrl^erm enfin «a it«4- i^'^cas^ dans le- 
quel les fA épreuves amèneront m fois E et ^ fois F, sangsue F occupe 
le dernier rang, afin que ce cas ne rentre dans aucun des précédents; 
et sa probabilité sera 

i.a.3. . . ,n «^ ' 

Ces n + I cas étant distincts les uns des autres , et présentant toutes 
les manières différentes dont 1 événement G puisfte avtfir lieu, sa pro- 
babilité complète sera la somme de leurs probabilités respectives (n* lo); 
en sorte quo nous aurons 

= /r[i +mî + — j-^_^+ ^^IL.^^. ...g) 

1.2.3. . .71 7 J ^ 

expression qui doit coïncider avec la formule (8) , mais qui a Favan-* 
tage de pouvoir se transformer aisément en intégrale^ définies, dont 
les valeurs numériques pourront âtre calculées par la uSthode du 
n"* 67 9 avec d'autant plus d'approximation que m et 71 seront de plus 
grands nombres. 

(74). Pour effectuer cette transformation, j'observe qu'en int^^rant 
n -{- 1 fois de suite par partie , et désignant par C une constante arbi- 
traire, on aura 

/• x^dx gi X* n j:»-"' n.n — i jf»^ 
Il '!*■ «iw^ Vl ^"^ "" ■ » m^m ■ »■! .1 ^BM « n ■ ■■■PII II» I «M^^V^VWVP»» 

n.ra— *i .n— 2. . .2. 1 i 

* Comme on a |t<e > n, tous les termes de cette formule, excepté C!, dia^ 
paraissent quand :p ss opr; ti donc on désigne par n wn ^/nuÊSué 
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positive quelconque f: ou Bero p oU' en GOuclara 

/'^. x'^dx fit* I « «■"* g n.n — i «""^ 

. n.Ti — 1 .FI — a, • .a. 1 i 

• • • T!* I ■ I ■ . <i ■■1*11 ■ . . ■ ■• . 

Dans le cas de ât == o , cette équation se rédait k 

/"^ x*dx ^^^ n»j»— i»/ i — a ... a . 1 

et en divisant Téquation précédente par celle-ci, et faisant, pour 
abréger 



on obtient &ciletnent 

/oo 
Xdx 

7^^ ^(i+«rL ^'"i+a^ i.a (! + *)'•** •••• 

••••*** i.a.3...i> (TT^rJ' 

Or, si Ton prend 



et silioa^ ofa8enrer4|ii'<iB a /^ H^ jtBs^ i,. fe aecMdl memfara de* cette dbr- 
nière équation coïncidera avec la formule (9); poor cette valeur de «^ 
nous aurons donc 



Pr'xdx 
J * 

Jo ^^^ 



(10) 



Dans le cas de /i s= • el Miss /a, P est la probabilité que E arrivera 
au moins ft fois , ou a teuiéti les épreuyer; {mr conséquent, P doit 
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avoir //* pour valeur; et , en effet , poar n = o , on a , 

Dans le cas de n =s ft — i et m = i , P est la probabilité que E ar- 
rivera au moins une fois, ou que F n'arrivera pas à toutes les 
épreuves ; on doit donc avoir 

P = I - y"; 
ce que l'on peut aussi vérifier. Pour cela , je fais 

X _^, ox _ — , a _ j; 
pour n^= /Â — I , il en résulte 

rxd^r= r_*:— =:ir. ■'— "i 



J o J o (i4j.)^+i 



dr I 



et à cause de 






la formule ( i o) coïncide avec la valeur précédente de P. 

(75). Appliquons d'abord la méthode du n* 67 à Tintégrale / Xdx. 

En appelant, comme dans ce numéro, h la valeur de x qui répond au 
moLccimum de X, et H la valeur correspondante deX, l'équation ^ =0^ 
qui servira à déterminer h sera 

n{\ + h) — (;4 + i) A = Oi 
d'où Ton conclut 

/î = , Il ss — ■ ■ . ^. * 

m + i' (^4.,)^-^ 
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Si Ton fait, dans les ëquatioos '{2), 



A" 



(I + ^r+' ' 



et qu'après avoir effectué les différentiations relative^ k h, on y mette 
pour cette quantité , sa valeur précédente , on en déduit 



A' = v/ 



»(/« -H i)n 



(m+ I) 



3 5 



3 (m -f- i) 



t f 



. etc.; 



et lorsque m^riffi, seront dé très grands nombres et du même ordre 
de grandeur, il est aisé de voir que ces valeurs des quantités h'f hl'f 
h!"f etc., formeront une série très rapidement décroissante, dont le 

• 

premier terme h! sera du même ordre de petitesse que la fraction — =. » 

le second K* de l'ordre de - , le troisième h'" de l'ordre de — 7=, et ain- 

si de suite. 

Cela posé, nous aurons, pour la valeur en série de l'intégrale 
donnée , 

y^ TLcbc = H v/ï (A' + i^ /i'"+ '^ h' etc.). (11) 

/» - * 

\dx contenue dans la 

formule (10) sera différente selon qu'on aura a > A ou ât < A, en dé- 
signant toujours par h la valeur de x qui répond au maximum de X. 
En effet, la variable que Ton a représentée par ^ dans la transfor- 
mation du n** 67 , doit être positive pour toutes les valeurs de x su- 
périeures à A , et négative pour toutes les valeurs de x moindres que 
•A; or, si l'on appelle 6 et A les valeurs de t et de X, qui répondent à 
orssct, on aura 



——, A = He-6*; 



35 
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à cause de «^ ^, et en ayant égard à la valeur précédente de H| on 
en déduit 

d'où Ton tire 9^ds:k, en fainnt , poar abr^er , 

En considérant k comme une quantité positive, il faudra donc pren« 

dre 6 = A:, lorsqu'on aura^> A^et 6 = — A:| quand on aura -< h; 

par conséquent , d'après la transformation du numéro cité, nous au- 
rons, dans le premier cas, 

et, dans le second jt 

en faisant, comme dans ce n* 67 , 



'^ssh'^ tih"t -H 5AV 4- etc. 



On a d'ailienn 



i étant un <K>mbri entier et positif, on zéirQ« $i donc on fait générale- 
ment 
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etsî Ton observe que H /^ er-** -^ dt est l'expression de j\dx^ il 



en résultera 



f^ Xdx s E(h%, H-è5^*K, + 5Â-K. + etc.) 

H (aA"K: 4- 4*'"K: + 6A-'K: + etc.), 



pour le cas de ->%, et 

y]^* Xdlr =y^ Xdlr *-H (^«o -p5A'Tt,+ 

+H (aATt;+ 4*'%' + 6A-«; + etc.), 

pour le cas de ? < ^. 

Chacune des séries contenues dans ces formules aura , en général , 
le même degré de con^ergenoe que la série (i i). Les valeurs des inté- 
grales désignées par K| ne pourront s'obtenir que par approximation, 
lorsque k sera différent de zéro. Celles qui sont représentées par K^ 
s'exprimeront toujours sous forme finie, et Ton aura 



Quand on aura et = A, les formules (i3) et (i4) devront coïncider. 
En efiet , on aura en même temps 

g H n m + 1 ^ 

ce qui rendra nulle la valeur de k tirée de Téquation (121). Il en résul» 
tera 

KLœ— -, K|= 1 .5.5«« «ai— I • -757, K' = --, K'i= i,a.5«..i,-; 

et d'après l'équation (i 1) , les formules (i 5) et (14) se réduiront l'une 

a5.. 



igô RECHERCHES 

et i'autre à 

+ H(A" + 1 .3.A'^ + I .é.3.*" H- etc.). 



(77). Nous supposerons actuellement les nombres m, n, /x^ assez 
grands pour qu'on puisse négliger dans ces différentes formules, les 
quantités h!"y A'^, etc. D'après les valeurs de h! et A" données plus 
haut, on aura 



et au moyen de 1 équation (10) et des formules (11), (i3), (i4)? nous 
aurons 






(.5) 



la première ou la seconde de ces deux valeurs de P ayant lieu , 

selon que l'on a-^Aou-^ A, et k étant une quantité positive , 

donnée par l'équation (12). Pour plus de simplicité, on a mis /a et m 
au lieu de fx + i et m -f- i dans les derniers termes de ces formules ; 
elles feront connaître, avec une approximation suffisante, la probabi- 
lité P quHl s'agissait de déterminer. 

Si fx est un nombre paîv, que Ton fasse m = /i = ^ fx, et qu'on 
suppose q > p > on aura 

h = -^, ? > A. 

Ce sera donc la première équation (i5) qu'il faudra employer; cette 
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formule et rëqaation (la) deviendront 

et P exprimera la probabilité que dans- un très grand nombre pa^r 
d'épreuves , l'événement F le plus probable n'arrivera cependant pas 
plus souvent que Tévénement contraire E. En appelant U la probabi- 
lité qu'ils arrive^nt tous les deux le même nombre de fois, P — U 
sera la probabilité que F arrivera moins souvent que E. Dans le cas 
de /? = y = ^ 5 il est évident que P — U sera aussi la probabilité 
que E arrivera moins souvent que F; le double de P— U, ajouté à 
la probabilité U, donnera donc la certitude, ou, autrement dit, ^P — U 
sera l'unité; d'où l'on conclut 

et c'est, en effet, ce que l'on peut aisément vérifier. 
En réduisant en série , on a 



et , par conséquent , 



** = 5; + 4V+3)+«t'^- 



donc en conservant seulement les termes du même ordre de petitesse 
que la fraction -7=, nous aurons 

A — -i- e-*'= I 
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Nous aurons , en même temps , 



/>'•'" = s7'-^ -yr*-"* = î V» - ;^ ; 



au moyen de quoi la valeur précédente de U se réduira à 



«J=.X/|; 



œ qui coïncide^ effecti yement , avec cell6 que i'oti déduit de la for- 
mule (6) I dans le cas de m ss n et p = f . # 

Si fi est un nombre impair , que Ton fasse m s» 7 (^ *--* ' ^^ qu'on 



9 
mule (i5) et Téquation (ta) deviendront 



suppose toujours q > p , on aura encore - > A ; la première for*-* 






et P sera la probabilité que dans un très grand nombre ^L d'épreuves , 
l'événement le plus probable se présentera cependant le moins sou- 
vent ; car fx étant impair, le cas de l'égalité des arrivées de E et F sera 
impossible. Dans lecasde/ys^asi, cette probabilité P devra être 
égale à j; et c'est aussi ce que nous allons vérifier. 
Nous aurons 

(^— i)log^=— (#—i)lûg(i+-;2^)«-a4-~ - etc.. 



(^ + 5)logjg=î=*-(^5)log(i-^)= a4-;:^3 H-etc, 



et f par conséquent ^ 



A:* = -i- + ^^+etc. 
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fin n^^igeant) comme plun haut, le ferma de Tordre d^ petitesse 



de la fraction -9 il en ré 

ce qui réduit i ^ la valeur précédente de P. 

(78). Supposons maintenant que 1^ nombre n diffère du produit 
(fA-f* i)?9 d'une quantité p 9 positive ou négative , mais très petite par 

rapport à ce produit* A caosed^ ^14^9 ;i^ 1 eXm^n ?= 1^% on aqra à 
lafoia 

H =: (fi -4- i)g — Pf w» + I sa (f* + Op H» P- 
La valeur c o rr ey>n dMite de h sera 

et, par conséquent, moindre que ^,en regardant d'abord p comme une 

quantité positive. Si l'on développe le second membre de Téqua- 
fion (12) suivant les puissances de p, on trouve 

et, r étant une quantité positive, si l'on fait 
on en déduit 

En excluant le gu on TunQ des daw fractiogs pç%q seiait très petite , 
la série comprise entre les parenthèses, est trè» convei^ente, puis* 

qu'elle pjnoopde suivant les puissances de 'rr-==^ 9 9^ de -^- 6n ne 
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conservant seulement que les deux premiers termes ^ et faisant, poBr 
abréger, 

on aura simplement A: = r + cT. On aura, en même temps , 



w = (f* + i)g — r v/2(m -I- i)pq; 

mais dans le second terme de la première formule (i5)y il suffira de 
faire ks^r^ et d'y mettre pfi et q/jL, au lieu de m et n; elle deviendra , 
de cette manière , 

Considérons actuellement f comme une quanti lé négative, auquel 
cas on aura A >» ^. En désignant par r' une quantité positive, et pie- 

nant — r'\/a(ft-+-i)pj pour la valeur de p, celle de n sera 



71 = ()tt + I ) 9 + r' V^3 (/4 H- i) pq; 



mais la valeur de k tirée de Téquation (la) devant toujours être po-* 
sitive , on aura k:=^r^ — cT^ en faisant , pour abréger , 

31/20*4- 1)/?7 
et la seconde formule (i5), que Ton devra employer, deviendra 

Si l'on retranche de celle* ci , la précédente valeur de P, et qu'on 
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appelle R la difiërence , il vient 

|/irJr4-/ l/ir^'^-/' 3|/ir/*/?y^ ''^ ^ ^ 

et d'après la signification de ces deux profitbilités P , il e*t aiMi du 
voir que R sera la probabilité que révënement F arrivera darm un trbn 
grand nombre fi d'épreuves, un nombre de fois qui ficxi'Jsdcrê ipuh U 
seconde valeur de /i, et surpassera la première au moins d'uni; 
unité. 

(79). Pour simplifier ce résultat, soient N le plus funtÈil ninnhra «;n^ 
lier contenu dans v^^ ^ f Texcès de \tq sur ff ; désignons par 11 , une 

quantité telle que u V^a (/* -f" 1 )pq soit un %\iHvS9fn ê^niier, très fiirtff 
par rapport à N; et iaisuns ensuite 

q + f + l' y/^ii^ H- ^)n^ uy/2<'ii ^fYn^ 



Les limites des râleurs de n au5cqoelle% se n^j^orU: la prohsfeflilé II, 
deviendrooi 



far etmBtqœaÊ, la fiarnnie ^^16) cspnoMn alM% la fnàfMUté ^pie /i 
cTOpierk *u moÛH d^une «ailé cette peusiert tumUf, H m€ MffMMM 
pas la iecxwde . C€^l-4Hfinr b prgfcahilHé ^«e ce isMsilMr Mrs omii^ 
lesaesilR les iÛBfles 



Diçra ^ fs^BiâMift '9a^«i neat ^ ^Msr^ ^ i«( «y rtn as u s m 4i: / 



y^ >-^ ^/*f 






r* 



• 






m:id^ 
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désignant par i^ une quantité quelconque de cet ordre, dont on né- 
gligera le carré , on a 



r e-dt = re-'^dt 



pe 



— «» • 



si donc on applique cette équation aux deux intégrales contenues 
dans la formule (16), et si Ton fail r^ =^ r^ dans les termes compris 

hors du signe y) qui sont déjà divisés par v/fiy il CQ résultera 

R = I - -^re-'-dt^ T7=^=-«-- (»7) 

yw^ » y 2Tfipq 

où l'on a aussi mis, dans le dernier terme, fc au lieu de f&-|- i • 

Si l'on eût voulu que l'intervalle des valeurs de n dont la probabi- 
lité est R, ne comprit pas sa limite inférieure, il aurait fallu aug- 
menter d'une unité la plus petite des deux valeurs précédentes de n; 

ce qui aurait fait disparaître le dernier terme — de la valeur 

de r+J", et, par suite, le dernier terme de la formule (17). De même, 
pour que cet intervalle ne comprit pas sa limite supéneure , on aurait 
dû diminuer d'une unité la plus grande de ces deux valeurs de 72; ce 

qui aurait dixainué de . ', .-= la valeur de r' — cT' , et encore 

fait disparaître le dernier terme de cette formule (17). Enfin, on de-^ 
vrait changer le signe de ce terme , si l'on voulait que l'intervalle des 
valeurs de n que nous considérons ne renfermât ni l'une, ni l'autre, 
dese^deux limites. U suit de là que le dernier terme de la formule (1 7) 
doit être la probabilité que l'on ait précisément 

n = N -(- u\/2llipq; 

u étant une quantité positive ou négative, telle que le second terme 
de n soit très petit par rapport au premier. C'est aussi ce qui résulte 
de la formule (6). 
En effet , en neigeant les quantités de Tordre de petitesse de la 
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fraction -, on anra 



î=, + „V^, ==,-»v/'?= 



d'où Ton conclut 



^ mm' =—•«(■+ 5 v/*o - "'•«(■ -î v/^- 



OU y ce qui est la même chose , 



or, en développant ces logarithmes, et négligeant toujours les termes de 
Tordre de -, on trouve — m' pour la valeur du second membre de cette 
équation ; par conséquent , nous aurons 



miv = 



M* 



et comme on a aussi, d'après les équations précédentes, 

mn 

• '^ 

la formule (6) deviendra 

y ^iFftpq 

ce qu'il s'agissait de vérifier. 

La première valeur de P du numéro précédent , étant la probabilité 

que le nombre n ne surpassera pas la limite A^ — ^ VVV99 ^^°^ '^ 
quelle je mets /z au lieu de |x -f^ t ^il s'ensuit que si l'on foit u^sr dans 
la valeur de U et qu'on la retranche ensuite de cetle de P ^ la diffé- 

a6.. 
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rence P — U sera la probabilité que n n'atteindra pas cette même lî-^ 
mite. De même, si Ton fait u=zr^ dans la valeur de U et qu'on la 
retranche ensuite de la seconde valeur de P du numéro précédent , la 
diflérence P — U sera la probabilité que n sera au-dessous de la limite 

fiq'^r \/2/Apq. En appelant Q en Q' ces différences, on trouve 

Q=-i=P e-"dt + ^^=Â.e-r', I 



0' = i -.['*' e-" dt -^ 



l^LE-^- 



3 V^ ^xfipq 



On se rappellera que , dans ces formules , r et r' sont des quantités po- 
sitives , très petites par rapport à vV; en sorte que les limites de n 
auxquelles ces probabilités Q et Q' se rapportent diflerent peu du pro- 
duit [tq , l'une en plus et l'autre en moins. En même temps, les valeurs 
des quantités J" et J^ qu'elles renferment , seront très petites p«r 
rapport à r et /; et si Ton y met /Dt à la place de ft -}- i, on aura 

j, _ (P—^IS^ j\/ _. (p — 9)r\ 

( 80 ). En divisant par fJi les limites de n auxquelles se rapporte 
la formule (17), et ayant égard à ce que U représente, on aura 

q — - qp \/ ^ pour les limites du rapport - , dont la proba- 

bilité est R. Si donc, on néglige la fraction -, il en résultera que cette 
quantité R, déterminée par la formule (17), est la probabilité que la 
différence ? 1 se trouvera comprise entre les deux limites 



U)J 



VS 
f* 



qui seront aussi , en changeant leurs signes , avec la même probabi- 



Tn . 1 m -4- n 



lité^ celles de la différence p, puisque la somme ■ — *f — î^ 

de ces deux différences , est égale à zéro. 
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On pourra toujours prendre u assez grand pour que cette probabilité 
R diffère aussi peu qu'on voudra de la certitude. II ne sera pas même 
nécessaire de donner à u une grande valeur pour rendre très petite la 
différence i — • R : il suffira , par exemple de prendre u égal à quatre ou 

cinq, pour que l'exponentielle e-"", l'intégrale I e""'' dt^ et par suile 

la valeur de i — R , soient presque insensibles. La quantité u ayani 
reçu une pareille valeur et demeurant constante, les limites de la 

difl*érence /i se resserreront de plus en plus à mesure que le nom- 
bre fx, qu'on suppose déjà très grand, augmentera encore davantage; 
le rapport — du nombre de fois que E arrivera au nombre total des 

épreuves, différera donc de moins en moins de la chance p de cet évé- 
nement; et l'on pourra toujours multiplier assez le nombre fx des 

épreuves, pour qu'il y ait la probabilité R que la différence ~-p sera 

aussi petite qu'on voudra. Réciproquement, en augmentant continuel- 
lement le nombre fx, si l'on prend pour chacune des lijnites précé- 
dentes, une grandeur constante et donnée Z, c'est-à-dire, si Ion fait 

croître u dans le même rapport que Vl^> 1^ valeur de R approchera 
indéfiniment de l'unité; en sorte qu'on pourra toujours augmenter 
assez le nombre fx des épreuves , pour qu'il y ait une probabilité aussi 

peu différente qu'on voudra de la certitude, que la diflTérenoe ^'—p 

tombera entre les limites données zh l. C'est en cela que consiste le 
théorème de Jacques Bernouilli , énoncé dans le n"" 49* 

(8i). Dans le calcul précédent, nous avons exclu (n* 78) le cas où 
l'une des deux chances petq est très petite, qui nous reste, en consé- 
quence, à considérer en particulier. 

Je suppose que q soit une très petite fraction, ou que ce soit l'évé- 
ment F qui ait une très Êdble probabilité. Dans un très grand nom- 
bre Il d'épreuves , le rapport - du nombre de fois que F arrivera à ce 

nombre ^ sera aussi une très petite fraction; en mettant fi — /i à la* 
place de m dans la formule (g), faisant 
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et négligeant ensuite la fraction -, la quantité contenue entre les 
parenthèses^ dans cette formule , deviendra 



1 + a> +-:- + 



•»' . . •• 



1.2 I.2.0 ' I .2.3. . . .n 



En même temps, on aura 

on pourra remplacer par Texponentielie e "% le premier facteur de 
cette valeur de /7", et réduire le second à l'unité; par conséquent, 
d'après l'équation (9), nous aurons, à très peu près, 

P = fi + « + — +— — + .... H 1! V""*, 

\ 1.2 ' 1.2.3 ' ' 1.2.3. ...n/ ' 

pour la probabilité qu'un événement dont la chance à chaque épreuve 

est la fraction très petite - , n'arrivera pas plus de n fois dans un très 

grand nombre (i d'épreuves, 

Dans le cas de 77=0, cette valeur de P se réduit à a"''; il y a donc 

cette probabilité e"** que l'événement dont il s'agit n'arrivera pas une 
seule fois dans le nombre u d'épreuves, et conséquemment, la proba- 
bilité i — e"* qu'il arrivera au moins une fois, ainsi qu'on Ta déjà vu 
dans le n^ 8. Dès que n ne sera plus un très petit nombre, la valeur 
de P différera très peu de l'unité , comme on le voit , en observant 
que l'expression précédente de P peut être écrite sous la forme 

P= I — — — ô — ^ ' 1 ( » + —7— •+• — r— — rô + etc.\ 

1.2.3... n+i\ ' n+2 '^ 7»-J-2.n-(-3 ' / 

Si l'on a, par exemple, û^sc i, et qu'on suppose /z=io, la différence 
X — P sera à peu près un cent-millionième , de sorte qu'il est presque 

certaiii qu'un événement dont la chance très faible est - à chaque 



4, 
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épreuve, n'arrivera pas plos de dix fois, dans le nombre (£ d'é- 
preuves. 

(82). L'intégrale contenue dans la formule (17) se calculera, en gé- 
néraly par la méthode des quadratures. On trouve à la fin de VAnafyse 
• des réfractions astronomiques de Kramp, une table de ses valeurs qui 
s'étend depuis 1^=0 , jusqu'à i^=3, et d'après laquelle, on a 

/ «"" *" dt =: 0^00001957729. . . , 
pour w=5. Au moyen de l'intégration par partie, on trouve 

r e— dt=. ^0 - -. + ^ - ^^ + etc.); 

J u 211 \ 2II» ' 2»II» 2W • y ' 

pour {/>5, la série comprise entre les parenthèses, sera suffisamment 
convergente , du moins dans ses premiers termes , et cette formule 
pourra servir à calculer les valeurs de l'intégrale. On a aussi 

et en développant l'exponentielle e*** suivant les puissances de t^ , 
on aura 

série qui sera très convergente pour les valeurs de u moindres que 
Tunité. 

ii Ton veut calculer la valeur de u pour laquelle on a R s= 7 , on 
fera usage de cette dernière série ; et d'après l'équation (i 7) on aura 



, I- 



tf — — 5 •+• ■ • ^ — 5— + etc. =s 7 V'^— — / . 

1.3 ' 1.2 5 I.2.d.7 4 ^YTMKf 



* # ~ . '. V ^ ,*» 
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Eq désignant par a la valeur de u qui satisfait à cette équation , 
abstraction faite du deuxième teraie de son second membre, nous au- 
rons ensuite 



u = a 



W^^q ' 



aux quantités près de l'ordre de petitesse de -. Après quelques essais, 
on trouve a = 0,4765 pour la valeur approchée de a; d'où il résulte 
qu'il sera également probable que la différence p tombera en de- 
hors ou en dedans des limites 



(o.4765V7-i> 



Pour une valeur quelconque de 24 , il y a la probabilité R que là 
différence des deux quantités /> et - — ç, aura pour limite le 

double de d= 24 y — ; si donc ona/>=ç = ^, il y aura une probabi- 






lité égale à \ que la quantité , sera comprise entre les limites 

/OJ5239 i\^ 

^ »/;; J^J' 

par conséquent, lorsque les événements E et F ont la même chance , 
il sera également probable qne la différence m— n entre les nombres 

de fois quils arriveront , surpassera 0,6739. .yV— '> ou sera moindre, 
abstraction faite du signe. 

Ainsi, quand deux joueurs A et B jouent l'un contre l'autre à 'ff^ 
égal, un très grand nombre de parties, un million par exemple, il y a 
un contre un à parier que Tun d'eux, sans dire lequel, gagnera 674 
parties de plus que l'autre. C'est dans cette différence qui peut égale- 
ment ÊGivoriser les deux joueurs , que consiste la part du hasard. Mais 
si ^ à chaque partie , la chance p de A surpasse la chance q de B , il y 
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aura une probabilité R, toujours croissante arec le nombre (jl , que A 

gagnera de plus que B, un nombre /m (/> — q)dz2ày/2fipq; et comme 
le terme At (p — 9), qui resuite de. la différence d'habileté des deux 
joueurs, croit proportionnellement au nombre des parties, tandis que 
le terme ambigu croit seulement dans le rapport de la racine carrée de 
ce nombre, il s'ensuit que le joueur le plus habile, ou qui a le plus 
de chance à chaque partie, finira toujours par l'emporter sur Vautre , 
quelque petite que çoit la différence /> — 9. 

(83).Dans ce qui précède, nous ayons supposé connues les chances peiq 
des événements E et F, et nous avons déterminé, avec une grande proba- 
bilité et une grande approximation, les rapports — et -, quand le nom- 
bre jU des épreuves est très grand. Réciproquement, lorsque ces chances 
ne seront pas données à priori j et que les rapports — et - auront été 

observés , les formules que nous avons trouvées feront connaître les 
valeurs très probables et très approchées des inconnues p et 9. Ainsi, 
il y aura la probabilité R, donnée par la formule (17)1 qne la chance p 

de E est comprise entre les limites — ± w v/ ^. Si R diffère très peu 
de Tunité, la fraction p sera donc à très peu près et très probablement 
égale à ^, et 9 à -; en mettant donc ^ et - à la place de p et 9 dans le 

^ r* A* f* 

terme ambigu de ces limites et dans le dernier terme de la formule (17), 
qui ont déjà \/fi pour diviseur, il en résultera 

R = I ^ ^ r*e-*»^ + i/-JL-e-«« (,q) 

pour la probabilité que la chance p de E est comprise entre les limites 



A* A» V 



nmn 



Lorsque m, /i,ft, seront de très grands nombres, on pourra, en géné- 
ral, se servir des valeurs approchées — et - de /? et j, pour calculer la 

Af A* 



i 



>tf ' 



I 

À. 
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probabilité d'un éyénemeat futur^ composé de E et F; par exemple , la 
probabilité de Farrirée m! fois de E et ri fois de F , dans un nombre ft' 
ou m'+ri de nouvelles épreuves, pourvu que f/! soit très petit par rap- 
port à u ; et cela étant, si f&^ est néanmoins un très grand nombre , on 

pourra employer la formule (17) : en mettant fc', — , -, au lieu de jte, 

p, qj dans cette formule et dans les limites auxquelles elle se rapporte, 
elle deviendra 



R== I - " 






et elle exprimera la probabilité que le nombre n' sera compris entre 
les limites 

fcn u / 7 

^-- =p - V 3^ mn , 

OÙ Ton a mis — au lieu du plus grand nombre entier contenu dans ce 

rapport. Quelque approchées que soient ces valeurs — et-de/^etg, 

comme elles ne sont que probables et non pas certaines, on n'en pourra 
plus faire usage, ainsi qu'on l'a vu précédemment (n" 71 ), quand le 
nombre f/ des épreuves futures aura une grandeur comparable à celle 
du nombre f&. C'est pourquoi , nous allons considérer d'une autre ma- 
nière la question des chances /> et 9 de E et F, déduites des événe- 
ments observés, et appliquées ensuite à la probabilité des événements 
futurs. 

(84). On suppose toujours que Tévénement observé soit l'arrivé m 
fois de E et n fois de F, dans un très grand uombre /jloxjl m^n d'é- 
preuves, pendant lesquelles les chances /i et ^ de E et F n'ont pas va- 
rié. Il y aura alors, d'après ce qui précède, une très grande probabilité 



que ces chances inconnues différaient très peu des rapports — et - 

que l'on pourra prendre, en conséquence, pour les valeurs approchées 
de p et q. Ces chances étant d'ailleurs susceptibles d'une infinité de va- 
leurs croissantes par degrés infiniment petits, la probabilité d'une va- 
leur exacte de/> et de la valeur correspondante de q sera une quantité in- 
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/iniment petite, qu'il s'agira de déterminer, du moins pour chacune des 
valeursdepet^^qni s'écartent peu de — et- et que nous aurons seule- 
ment besoin de connaître. 

La quantité Qi déterminée par la première formule (id), étant la 

probabilité que le nombre n est inférieur à fxq — rs/^/ipq^ elle est égale- 
ment la probabilité que la chance inconnue q de l'événement F, arrivé 

n fois dans f* épreuves, est supérieure à - + r 1/ — , ou bien à 

-+ - 1/ , en substituant dans le second terme de cette limite, à la 

place de p et 9, leurs valeurs approchées — et -. Si l'on met r — dr au 
lieu de rdans cette formule, et que l'on conserve seulement les infini- 
ment petits du premier ordre, Q— ^dr sera donc aussi la probabilité 

que q surpasse - + - \/ \/ ; par conséquent, — ^ ^^^ 

primera la probabilité infiniment petite que l'on a précisément 



= ;+^v/ 



2mn 

A* 



pour toutes les valeurs de r positives et très petites par rapport à \//jl, 
comme le suppose l'expression de Q. De même, la seconde formule ( 1 8) 

exprimera la probabilité Q' que la chance q est supérieure à - — - 1/-?^ 
en y mettant K-f-cîr' au lieu de /, on aura donc Q' + ^ ^^ pour la pro- 

habilite que la valeur de q surpasse - — - V/ — 1/ ; par con* 

séquent, ^ dr^ sera la probabilité que q est supérieure à la seconde li- 
mite sans l'être à la première, ou que Ton a précisément 



__^_ n / l%inn 
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r' étant aussi une quantité positive et très petite par rapport à \/ia. Mais 
par les règles connues de la dififérentiation sous le signe / , et en substi- 
tuant — et - à la place de p et q dans les derniers termes des for- 

' f^ f* ^ '^ ' 

mules (i8), on a 

dr \^w\drj ^3 y/r^nfonn 

dr' ^^ \ dr J Z^ ^itftmn 

D après les valeurs de J^et c^^ et en y faisant les mêmes substitutions , 
on a aussi 

d.i" 2 (m — rL)r d.V 2 (m — n) r' ^ 

'dr 3 \/'^^n^ ^ 3 \^'^mn ' 

d ailleurs, en bornant , comme précédemment, l'approximation aux 

termes de Tordre de petitesse de la fraction --^, et négligeant, en 

Vêé 

conséquence, ceux qui ont (jl pour diviseur^ nous aurons 
r-rr+jy- = (i — 3r«r)e-^' = [i ~ ^ ("* -g_^ "l ^-r»^ 

L- 3 yifcmn —I 

^ 3 W lumn -J 



et de ces diverses valeurs , nous déduirons 



■" dr 


— 


I 


e' 


-r« 


— 


2 (m — n)r^ 
— ^-T — e- 

3 Vr 29r^mn 




dQ' 
drf 


= 


I 


e" 


V« 


+ 


2 (m — n)r'^ 

— ^-T= ^— C- 

3 K iTrfimn 


-r'«. 



Or, ces deux expressions ayant la même forme, et se changeant Tune 
dans l'autre par l'échange de r et — - r'^ il s'ensuit que si l'on désigne par i^ 
une variable positive ou négative , mais très petite par rapport à y^/ 
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et qu'on fasse 



'^u* 



a (m — n) i^^ _^, . ^ 
3 v/ 29r^Fnn 



on aura \dv pour la probabilité de 



n , i' , /nmn 

-^ M M V M 



à cause de/>=si— .ç et/?t = jte — n, cette probabilité infiniment petite 
sera^ en même temps^ celle de 






Cette quantité V décroît, comme on voit, très rapidement à mesure 
que V augmente; et avant que cette variable ait acquis une grandeur 

comparable à \/^y celle de V peut être extrêmement petite à raison du 
facteur e'~*'\ Si Ton exprime de la même manière au moyen de cette va- 
riable, les valeurs depetq très différentes de — et - , et que Ton repré- 
sente par Y'di^ leur probabilité; V sera une fonction de p, différente 
de V, dont les valeurs numériques seront encore beaucoup moindres 
que celles de Y. qui répondent à la limite où peut s'étendre la for- 
mule (2 1 ). On pourra donc regarder ces valeurs de V comme étant tout- 
à-fait insensibles ; ce qui nous dispensera de chercher Texpression de 
cette quantité V en fonction de (^. 

Cela posé , soit E' un événement futur, composé de E et F ; dési- 
gnons par n la probabilité de E' qui aurait lieu si les chances de E et F 
• avaient des valeurs certaines, de sorte que n soit une fonction donnée 
depetq; désignons adssi par n' la probabilité véritable de E', en ayant 
égard à celle des valeurs quelconques de p et 9 que Ton subsituera 
dans n : en multipliant IT par cette probabilité infiniment petite âep 
et 9, et intégrant ensuite le produit depuis p=zo et r^= 1 jusqu'à 
p= I et 9 =0 , on aura l'expression de ïl'. Mais, d'après ce qu'on vient 
de dire, on pourra négliger la partte de cette intégrale qui répond aux 



m . n 
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valeurs depeiq qui s écartent beaucoup de — et - ; par conséquent , si 

A* A* 

l'on met dans II les valeurs précédentes de p et q, on aura simplement 

n' = fn\dv, (22) 

en étendant Tintégrale aux valeurs positives ou négatives de v, mais très 

petites par rapport à v/f*- 

Ce résultat s'accorde avec celui qui a été obtenu plus directement , 
dans le second paragraphe de mon mémoire sur la proportion des nais- 
sances des deux sexes. 

(85). Pour donner une première application des formules (si) 
et (22), je suppose que n' soit la probabilité que dans un très grand 
nombre fjt' ou /iî'-f-/i' de nouvelles épreuves , les événements E etF 
auront lieu des nombres de fois m' et n^ qui seront entre eux, à très 
peu près , comme les nombres de fois mein qu'ils sont arrivés dans les 
It épreuves déjà faites^ ou, autrement dit, je suppose qi/on doive 
avoir 

m'z=zrhh — a V^F', n' zzznh^ ol\/^\ |x'=fxA; 

h ti d étant des quantités données , dont la seconde pourra être po- 
sitive ou négative , mais sera très petite par rapport à \/f?. 
D'après la formule (6), et en faisant 



nous aurons 



oii Ton peut déjà remarquer que U' serait la probabilité de l'évé- 

nement E' que nous considérons , si — et - étaient les valeurs exac- 

tes et certaines des chances /? et 9 de E et F, et que Ton eût ce = o. 
D'ailleurs, à cause de 



V 
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et , en faisant aussi 



V l%mn et 






les valeurs de p et 9 du numéro précédent pourront s écrire sous 
cette forme : 



m' 






Ea les sobslitoant dans la valeur de n, il vient 



n = D' (. - '^)-'(. + '^)' 



Les quantités ^ et ^ étant de Tordre de petitesse de la frac- 
tion -^ ou--^, on aura, en séries très convergentes, 



d'où l'on déduit 

(i-^') = e-^'^^e ^ e ^ etc.. 

Mais à cause du facteur U' de ïl\ qui est déjà de Tordre de pe- 
titesse de -j=r, on pourra négliger les quantités de cet ordre dans 

les deux autres facteurs; ce qui permettra de réduire toutes les 
exponentielles à Tunité , à partir de la troisième , dans chacun de cer 
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deux produits. A ce degré d approximation , on aura donc 

n=U'e ^ 

Par la même raison , on pourra négliger le second terme de la for 
mule (ai); au moyen de quoi la formule (as) deviendra 






V* C 



/ii, » 



J-f 



"'"" di^. 



Quoique celle intégrale ne doive s'étendre qu a des valeurs de s^ 

très petites par rapport à Vfx; si l'on observe qu'à raison du fac- 
teur exponentiel y le coefficient de dif sous le signe / devient tout- 
à-fait insensible pour les valeurs de i^ comparables à Vf^ ^" ^^ 
conclura que sans altérer sensiblement cette intégrale^ on peut 
l'étendre à de semblables valeurs de i^, et la prendre, comme nous 
le ferons effectivement , depuis f^ = — oo jusqu'à (^=00. Or, en 
mettant mh et nh au lieu de m' et n' dans la valeur de t^^, 
on a 



cela étant, si Ton fait 



vr+Â--^p=.^ = X, rf.= 



dx 



les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable x seront en- 
core di 00 , et il en résultera 



ponr la probabilité qa'il s'agissait de déterminer. 
Dans le cas de a :^ o, on aura simplement 



-» 

4 
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ce qui coïncide, d'après ce que U' repr&ente, avec le résultat qu'on a 
trouvé d'une autre manière dans le n** 7 1 . 

(86). Pour le second exem^e de l'application des formules (21) 
et (22), nous supposerons que n' soit la probabilité que la diffé- 
rence -7 — - n'excédera pas la quantité — ^ qu'elle devait atteindre 

dans l'exemple précédent.. 

La quantité II sera en fonction des chances p et q de E et ¥, 
la probabilité, que dans les fx' épreuves futures , F n'arrivera pas 

plus d'un nombre n* de fois, égal k—+a \^, et que E aura lieu 

r* 

un nombre mf de fois , au moins égal à — -— €t V^jx . Sa valeur sera 

donc donnée par Tune ou l'autre des fonoiules (i5)} en y met- 
tant fi', m% n\ au lieu de f^ , m , /i. Pour ces valeurs extrêmes 
de m' eC n', on aura 



r 

en bornant toujours l'approximation aux quantités de Tordre de 
petitesse de -7=., ou de -7^=. D'après les valeurs de p et 9 du nu- 

méro précédent, on aura, en même temps, 

si donc on limite ia variable u de manjère qu'on ait •''^* 



CtfC* 



^2ftfêmn 



abstraction faite du signe, on aura ? < — A—, ou ^ > — A— , selon 

-° ' p m-f-i p^ in4»i' 

que la constante a sera positive ou négative; par conséquent, 

28 



* 




^ 






&.. 
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dans le premier cas, noofl aurons 

yw J ^ oy iirft m n 

ea vertu de la seconde équation (i5), et dans le second cas, 

eu vertu de la première ; A étant nne quantité positive donnée par 
Téquation (la), ou dont le carré est 

Des. valeurs extrêmes de m' et n\ et de celles de p et q^ qui doivent 
être employées les unes et les autres dans ces formules , il résulte 



n , ni 4 ' 



9 



en faisant, pour abréger. 



l'i/amn ri 



' - ■ '■■ ==: if . 



Cette quantité i^' sera de l'ordre de — = ; on aura donc, en séries très 
conv^Rjgentes , 
1 1^^ n' {f^'+iy i (^^+i) V* ,(^'+,)3^'3 

log/? = »og-rpj-+ ^.^^ ^ — 5iî5q:i)r •+-3-(;r+,7 — «*c- 

d'où Ton déduit, au degré d'approximation où nous nous arrêtons , 
et ensuite 
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en ayant é^fd à la vdeur de (/, et faisant, pour abréger. 



A cause de la limite qu'où vient d'assigner à v^ cette qppiititë V 
sera de même signe que a ; pour que la Valeur de k soit positive , 
il faudra donc prendre le signe supérieur ou inférieur devant son 
expression, selon q«e « stra «ne quantité positive ou négative. 
Le second terme de cette valeur de k serft aussi de Tordre de pe^ 

titesse de — ;= ou— t==; par conséquent, nous aurons 






En même temps, les valeurs précédentes de H deviendront 

n = 1 i=- Cer-fdt + ' , ''"' «r-*", 

n = -4. r* e-'vAH- - .f"..Mi «~*^': 



14- i 1 .» 



et, en vertu des formules (ai) et (aa), les valeurs cwrespondantes 
de n' Jferont 



Les exponentielles c-*^ , c-»*^'* , e-*"-*^»., rtndant insensUttes les 

a8.. 



A' 
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coefficieats de d\f sous les signes /*, au-delà de la lîfnite assignée 
à V, \\ s'ensuit que sans altérer sensiblement les intégrales rela- 
tives à cette variable , on pourra les étendre , comme plus haut , de- 
puis i^= — 00 jusqu'à i/ = 00 . Soit , en outre, 



-^=db^, 4/V^=3', «»9=F>»', rf/ = ^; 

^ étant une quantité positive^ et les signes supérieurs ou inférieurs 
ayant lieu selon que a sera une quantité positive ou négative. 
Dans la première expression de II', qui suppose « positive, on 
prendra donc 

A' = f — y9^ ^ =: fl — yv*y 

et les limites des intégrales relatives à la nouvelle variable 9 se- 
ront 9 = € et 8 = 00 . Dans la seconde expression de n\ qui se 
rapporte au cas de a négative, on devra prendre 

et les limites de cette intégrale seront encore S s^ ^ et 6 = oo . 
De cette manière, on aura ' 

iw\/ vann J C J -oo vamv, 

tmn J — co 



1 



* * l/a^ 



-c^^yr/i'-'--*-!"*»-'"'"*'^- 
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Les intëgratioos relatives à ^f s'effioSueront sans difficulté , en sorte 
que la probabilité n' qu'il s'agissait de déterminer ne renfermera 
plus qu'une intégrale simple relative à 6. A cause de 



— ± g/am V 



la première valeur de n' sera la probabilité que le nombre n' n'excè- 



surpasse 



leur exprimera la probabilité que Tt' n'excédera pas — — « C i/ ^^P a 

qui est un peu moindre que — • 

(87). On peut remarquer qu'à raison des limites db 00 ^ relatives 
à (^, les deux premières intégrales sont les mêmes dans les deux 
valeurs de II' , et la troisième est la même au signe près. U en 
résulte qu'en appelant (p l'excès de la première valeur sur la se- 
conde , on aura simplement 

et cette quantité 9 sera la probabilité que le nombre n' surpassera 
«JL- C J^ sans excéder 2t' +C J^^. 
Si nous faisons 



dM 



les limites relatives à 'la nouvelle variable z seront toujours db oo , 
et nous aurons 

ou f ce <[ui est la même chose , 
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en faisant aum 



En ayant égard a la valeur de >, on verra que <p exprime ac- 
tuellement la probabilité que n! sera compris entre les limites 



rift u^ 13l{ ft^'mn -h /«' -mn) 



ou égal à la limite supérieure. Si Ton veut que cet intervalle des 
valeurs de n! contienne aussi la limite inférieure, il faudra ajouter 
à ^ la probabilité que n' sera précisément égal à cette limite; 
laquelle probabilité sera donnée par la formule (aS), eu y faisant 



De cette manière, si l'on désigne par m la probabilité que le nom- 
bre ^^' tombera entre les deux limites précédentes^ , ou sera égal à 
Tune ou à l'autre , on aura 

\/wJu ^ \/^^wnin\fé+fé') ^^f 

En comparant cette valeur de «zp* à celle de R qui est donnée par la 
formule (20) , on voit que oes deux probabilité tie difierent l'une de 
l'autre que par leurs derniers termes , et sont, en conséquence, à peu 
près égales. Mais quand le aoodbre /m!" des épreuves futures n'est pas 
très petit par rapport au nombre /x des épreuves déjà faites, les termes 
ambigus des limites de n' auxquelles répondent ces probabilités 4r 
et R ne sont pas les mêmes , et les limites dont m est la probabilité 
peuvent être beaucoup moins resserrées que celles dont la probabilité 
est R. 

Eu effet, si la probabilités diffère peu delà certitude, on pourra, 
dans les limites auxquelles elle se rapporte, mettre pour n' et m! leurs 



« 
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valeurs approchées et très probable; — et ^; ce qui changera ces li- 
^maites en celles-ci : 

— qp - y/ô^ZnmTT^lî) : 

m'a* ^ ' » 



h étant le rapport de {â! à /». Or, en les comparant à celles du n"* 85, 
auxquelles répond la probabilité R, on voit que pour une même va* 

leur de u , elles sont plus étendues dans le rapport de |/i + h h l'u- 
nité. Pour les rendre aussi étroites que celles de ce numéro , il fau- 
drait diminuer u dans le rapport de Tunité à \/j +^; ce qui dimi- 
nuerait aussi leur probabilité et la rendrait moindre que R. Quand ^ 
sera une très petite fraction , les formules (30) et (^4) » coïncideront à 
très peu près, ainsi que les limites correspondantes des valeurs de n^ 
Ce résultat s accorde avec celui que j'avais déjà trouvé d'une autre ma- 
nière , dans le mémoire cité plus haut. 

La formule (^4) exprime aussi la probabilité que la différence 

-7 — ^ sera comprise entre les limites 



iil/a(^^m'n' -f. fé^mm) 



ou égale à Tune d'elles, et qu'il en sera de même à l'égard de la diffé- 



m m 



rence -r — -r , en changeant leurs signes. Si donc on a pris pour u un 

nombre tel que trois ou quatre , qui rende la probabilité « très ap- 
prochante de la certitude (n* 80), et si, néanmoins, l'observation 

donne pour -r — - — ou -7 des valeurs qui s'écartent notablement 

^ F F 1^ f* ^ 

de ces limites, on sera fondé à en conclure^ avec une très grande pro- 
babilité, que les chances inconnues des événements E et F ont changé, 
dans l'intervalle des deux séries d'épreuves , ou même pendant ces 
épreuves. 

On peut remarquer que pour une même valeur de 11, et, par con- 
séquent, à égal degré de probabilité, les limites précédentes ont la 
plus grande amplitudei quand fi et f^'.sont égaux, et la moindre, lorsque 
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l'un de ces nombres est très grand par rapport à l'autre. Dans le cas 
de fJt'= fJt, on a aussi à très peu près m! =zmein' -^n; ce qui réduit le 

coefficient de w à -zr--. Si, au contraire, fJif est très grand relative- 

nient à fx; à cause de m' = — ^ et /i' = — , à très peu près, ce coeffi- 
cîent se réduira à — -^-, et sera moindre que le précédent, dans le 

rapport de Tunité à \/2. 

(88). Généralement, les deux événements contraires £ et F, 
dont les chances inconnues sont p et q , étant arrivés les nombres 
de fois m et n dans le très grand nombre f^ d'épreuves; si deux 
auti*es événements contraires E, et F., dont les chances également 
inconnues seront désignées par p, et q^, ont eu lieu des nombres 
de fois m, et w, dans un très grand nombre fx, ou m, + n, d'é- 
preuves; et si les rapports —et — ' diffèrent considérablement l'un 

de l'autre, ce qui aura lieu aussi pour - et —, on devra regarder 
comme certain, ou à très peu près, que les chances p et p^ sont inéga- 
les, ainsi que a et a,. Mais quand les différences 'et , 

sont de petites fractions, il est possible que les chances peip^^ qet q^, 
ne soient pas sensiblement inégales, et que les différences observées 
proviennent de ce que, dans les deux séries de fx et fx, épreuves, les 
événements ne sont point arrivés rigoureusement en proportion de 
leurs chances respectives : il sera donc utile de déterminer, comme 
nous allons le faire, la probabilité d'une inégalité entre les chances in- 
connues p et p^f q et q^^ correspondante à des différences données , 
peu considérables, égales et de signes contraires, entre les rapports 

m . Jîii n ^ n, 

— et —, - et — . 

Je désigne, comme dans le n^ 84 » par 






m 



une valeur de p qui s écarte peu de - , de sorte que v soit une va- 
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riable positive ou négative , pais très petite pir rapport a v/f*- ^^** 
de même 



m, i', ^ /im^n. 






une 



valeur de p. peu diflBérente de p. et dai|s laquelle la variable (^, , 

positive ou negatlyiQ. ^ ^^ petite pjir rapj)ort à V^.i- Supposons 
qu'on ait ^' >. - 





m, . tn 



J^étaut une petite fraction y qui pourra aussi être positive ou npgative. 
Nous aurons 



;,,_p^J►^.r,/i2î_^^î^; 



en désignant cette différence par *z , on en déduira 



* 

et si € est une petite fraction positive, et qu'il s'agisse de déterminer 
la probabilité que p^ excédera p d'une quantité au moin» égale à € , 
il ne faudra donner à la variable z que des valeurs positifs qui ne 
soient pas moindres que €. 

Cela posé, les;probabilités infiniment petites des valeurs précédentes 
de/7 et/),, seront yds^ et Wid^^i le coefficient Y ét^nt di^nné par la 
formule (^i), et Y, désignant ce que cette formule devient quand on 
y met fx,, m,, n,, i^,, au lieu de fx, ^j^f ^« La probabilité du con- 
cours de ces deux valeurs sera le produit de Vd^ et V.^i^, ; et si 1 on 
appelle K la probabilité demandée, elle sera exprimée par une in- 
tégrale double , savoir : 

A = //YV,rf<;rfi^,. 
Pour plus de simplicité je négligerai le second terme de la formule 



■ii-* 



T' 



1.» 



\. 
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(21); et il eo résukera 

« 

Si l'on veut substituer, dans cette intégration , la variable zk i^,, il 



pour qqe z le soit aussi , changer le signe de tif, ten sorte qi 
aura ïff) î 

On aurp , en outre , 



L'intégrale relative à p pourra s'éteodpe^ roGqme dans les questions 
précédentes, depuis i^ = -— oo. jusqu'à (^= 00. En faisant 



les limites relatives à la nouvelle variable x seront encore db 00 ; 
l'intégrale relative à z ne devra s'étendre que depuis z = € jusqu a 
2 = «D ; et comme on aura 



2 ^*m,/i, +/ii,^mn) ^ — 00 ' 

la valeur de x deviendra 



A = 



y— ^^fi>V^ 






• 
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Soit actuellement 

faisons aussi ' ' 

y -r-T M ■- T es se m: v^k^J 

* 

2^ étant une quantité positive, et en prenant le*signe supérieur ou le 
signe inférieur selon que Ton aura 6>€r ou €< J^.^Lies limitçs de 
l'intégrale relative à t seront Issdbu. et 1= oo ; et si l'on observe 
que l'on a 

on en conclura finalement 

la première taleur ayi^t liw-quandla à\^^0ictAj^a9^T^ (idtfitive, 
et la ^econdci lors^e cette i^f&àoÊfià est ni^liptive. • *^ 

On doit observer qu'ayatit n^Kgé 1^ s6e|)tid .tortae jdcb^lâ farttale 
(ai), la probabilité du cas où la difl^nce p^^^jyiBmgk pf|^ciséine|it 
égale à € se irottve aussi néglig^^-; en soilp que '% ^sl h pjplKibiKté 
qu'ona Pt;-p>^, et non plâ^|a'on ajt ^— />;it%^fl^ 
Dans le cas de c^cT, la <{ii|intité li ^«fid^ii^eilâ^i^^ de 

K sont A = - ^ c'est-^-etire , ^11 / a %n contfe^n à p^jimff^ ji. ex- 

cède p dVuie quantité plps gracuiiB que ^-^V ' * 

Lesfoonule^ ^ ftrtii^ iMp à ddcglir k^yirii^iUlé que la 
chance inconnoe p^ wrpasse une jtàc^iwj^flfim^* 9$m ttWp je l«ia, 
dans f équation ^S) , * 



ot^ « 






a» 
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ce qui la change en celle-ci 



lê 






Mais Te nombre fi étant supposé infini , la chance p est certainement 

égale au ra^j^rt — ou à la fraction cû; par conséquent , A est alors la 

probabilité qu'on a/>, > €^-<è. Enj>renatit, pour plus de simplicité ^ 
fi>au lieu de £ + ^y et mettant aussi (i,m, n, k la place de fA.^ m, , n^, 

on aura - ♦ . ■ • 

-, « 

et selon que la différence o — — sera positive ou négative , la pre- 

mièfe ou la seconde foFmule (26) exprimera là probabilité que la 
chance inconnue d'un événement arrivé m fois, dans un très grand 
nombre f* ou m + n d'épreuves ,^ excède la fraction donnée cù. 

(89). Afin dd'dbnuer une application numérique des diverses for- 
mulets qu'oie rient d'ojj^enir^ je prendrai |x>ur exemple l'expérience de 
Buffon qui nous a àé\k %rvi dans le n"" 5o. 

L'éyèi^emeiA E seraj|}oi^ J'atfrivée de croia^, et F l'arrivée dp pile, 
dans une l^Qgue ^rib de afcdêçt]ons-a]}pie xq^e gièce. D'apis cette 
expérience . on a e.u 



* >{' *• ^ ^ ' . ' 



• • W» .*»?^a<>48, ' /iafcigoa, ^ = 4046^' \ 




(i9)5,«tjpreiUM4i^ =r= a;' 00 «lira 






On trouvera, en même temp^, • * * 



• « 
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pour les limites de la valeur de p , auxquelles cette formule se rap- 
porte ; en sorte qu'il y a ^a probabilité o^ggSôS , ou à très peu près 
224 à parier contre un , que la chance inconnue p de l'arrivée de 
croix f est comprise entre 0,4^4^ ^^ 0,52918. Si l'on veut connaître 

la probabilité qu^elle surpasse - , ou que la chance de croix est supé- 
rieure à celle de pile y on substituera les valeurs précédentes de u, 
//i, n, dans la formule (27), et Tony fera 6* =3-; en prenant le signe 
inférieur, et par conséquent la seconde formule (26), on aura 

£4 = 0,62298, X =0,81043, I — A = 0,18957; 

ce qui montre qu'il n'y a pas tout-à-fait cinq contre un à parier que la 
chance de croix soit plus grande que - • 

L'expérience dont nous nous occupons peut être divisée en deux 
parties , l'une composée de 2048 épreuves, l'autre eu contenant 1992 ; 
dans la premier partie , croix a eu lieu 1 06 1 fois et pile 987 fois ; 
dans la seconde partie, croix est arrivé 987 fois et pile ioo5 fois : or, 
d'après le résultat de l'expérience totale , et au moyen de la formule 
(^4) f on peut aussi calculer la probabilité que les nombres des arri* 
vées de croix ou de pile ont dû être compris entre des limites don- 
nées, dans les deux expériences partielles. Pour cela, on fera, dans 
cette formule et dans les limites auxquelles elle répond, 



mf m P' r* m n n 



^ = - = 0,50695, -T=-= 0,49507; 

c'est-à-dire que l'on y mettra pour les rapports -7 et -7, qui ne sont 

pas censés connus, leurs valeui*s approchées, résultantes de l'expé- 
rience totale; ce qui est permis, attendu que m' et rJ n'entrent que 

dans des termes qui sont de l'ordre de petitesse de —=.. On y mettra 

y 9^ 

aussi pour f^le nombre total 4040. Relativement à la première partie 
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de rexpérience , on anra , en outre , 

fi'ï=»ao48,* 
et si l'on prend , comme plus haut , u=s 2, on trouvera 

^ = o,99558, 

pour la probabilité que le nombre n' des arrivées de pile a dû être 
compris entre lés limites 

iooi=p79; 

ce qui a eu lieu effectivement , puisque /^iZe s'est présenté 987 fois dans 
cette première partie. 

Relativement à la seconde partie , on aura 

f^' = 1993; 
et en prenant toujours u±:a2, on trouvera 

tr « 0,99560, 

pour la probabilité que [nie a dû arriver un nombre n! de fois , com- 
pris entre les limites 

983 ap 77; 

qai renferment, en effet, le nombre de fois ioo5 que pile est réellement 
arrivé. On néglige les (inactions dans ces limites et dans les précé- 
dentes. 

Supposons que l'on ne sache pas si la même pièce a été employée 
daûs les deux parties de l'expérience, et que l'on demande, d'après 
leurs résultats, la probabilité A que la chance de croix ^ dans la 
première partie, excède d'une fraction donnée, la chance de croix ^ 
dans la seconde partie. On fera d^abord, dans l'équation (25), 

fi = 1992, m = 987, n = ioo5, 
ft,= 2o48, m. =±: 1061, FI, = 987, 
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et en outre 



m. 771 



J^ = — — — = 0,02257. 



Cette équation deviendra 



w = ± (€ — o,o2a57) (44i956)- 

Si Ton fait, par exemple ,6 = o,oa, il faudra prendre le signe infé* 
rieur, et &ire usage de la seconde formule (26); on aura de cette 
manière 

«=0,11 553, A = o,56589, ^ — A = o434'^> 

de sorte qu'il y aurait à peine quatre à parier contre trois , qoé la 
chance de croia: serait plus grande d'un cinquantième , dans la pre- 
mière partie de l'expérience que dans la seconde. En gisant e 7=;o,oa5, 
on devra prendre le signe supérieur et employer la première formule 
(a6) ; on aura alors 

u = 0,10925, A = o,4386i, I — A = 0,56139; . 

et il y aurait moins de un contre un a parier, que l'excès dont il s'a- 
git surpasserait un quarantième. 

(90). Je placerai ici la solution d'un problème, susceptible d'une 
application intéressante, et qui sera fondée sur les formules précé- 
dentes et sur un lemme que je vais d'abord énoncer (*). 

Une urne A renferme un nombre c de boules, dont a boules 
Manches et b boules noipes, de sorte qu'on ait a-f- é^nre. On en 
extrait d'abord au hasard un nombre / de boules, successivement et 
sans les remettre, on tontes à la fois ; ensuite, on en extrait de même 



C^) Depuis que la note de la page 61 est imprimée, on m'a £BÛt remarquer que 
la proposition qu'elle renferme est comprise dans ce lemme> dont j'avais déjà fait 
usage pour la solution du problème du trente^et^uaranie , citée à la page 70. 



• 



• 
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un nombre /ul on m-^n d'autres boules; je dis que dans cette seconde 
opération, la probabilité d'amener m boules blanches et /i boules noires, 
est indépendante du nombre et de la couleur des boules sorties dans 
la première, et la même que si / était zéro. • 

En effet, supposons que Ton effectue les Z + f^ tirages successifs; 
soient i le dombre total des combinaisons différentes de /+ f^ bou- 
les qui pourront arriver, /' le nombre de ces combinaisons dans les- 
quelles les jUL dernières boules se composeront de m blanches et de n 
noires , // le nombre de celles dans lesquelles ce seront les fe pi*e- 
mières boules qui en renfermeront m blanches et n noires ; la chance 
d'amener m boules blanches et n boules noires, après une extrac- 

tion de / boules quelconques , sera t , et la chance d'amener m 

boires blanches et n boules noires, avant qu'aucune boule ait été 

extraite de A , aura 4 pour valeur; or, les deux nombres i' et i, sont 

égaux ; car, en général , une combinaison qui se compose de / boules 
déterminées, suivies de ^c boules aussi déterminées, et celle où ces jul 
dernières boules précèdent, au contraire, les / premières, sont toutes 
deux également possibles; et, en particulier, pour chaque com- 
binaison dans laquelle les ^c dernières des / + i^ boules extraites de 
A renferment m blanche^ et n noii^es, il y a toujours une autre com- 
binaison dans laquelle ce sont les fjL premières boules qui contiennent 

ces nombres de blanches et de noires, et réciproquement. Lesfractions 

•f • 

\' et -/, et conséquemment les probabilités qu'elles expriment, sont 

donc aussi égales ; ce qu'il s'agissait de démontrer. 

On peut vérifier cette proposition de la manière suivante. 

Les nombres de boules blanches et de boules noires contenues dans 
A étant a et 6, la chance d'amener m boules blanches et n noires 
dans les m -f- ^ premiers tirages , est une fonction de a , b , m, n, 
que je représenterai par /"(«, b, m, n). Celle d'amener g boules 
blanches et h noires dans les g + ?i premiers tirages sera de même 
f(a, b, gy h) ; ces tirages ayant réduit à m — g et /i — ^, les nombres 
de boules blanches et de boules noires que A renferme , la chance d'en 
extraire ensuite m blanches et n noires dans fri'^n ou ^ nouveaux 



«j 
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tirages, aura pour expression f{a — g, h — A, m, n)j le produit de 
ces deux dernières fonctions sera donc la chance d'amener m boules 
blanches et n noires, après avoir déjà extrait de A, g boules blanches 
et h boules noires; par conséquent, si Ton (ait la somme des 2 -f* i 
valeurs de ce produit, qui répondent à toutes les valeurs entières ou 
zéro de g et h^ dont la somme est /, on aura l'expression complète 
de la chance d'amener m ix>ules blanches et n noires y après avoir 
extrait de A un nombre / de boules quelconques. Cela étant, il s'agira 
de faire voir que ceufe chance est indépendante de /, et égale à 
/(a, 6, m, n), c'est àr-d ire de montrer que Ton a 

/(ïî, 6, m, 7i)z=:2/(€i, 6, g,^)y(a~g,A — ft, m, ri)\ 

la somme Z s'étendant depuis g = o et ^ = /, jusqu'à g ss / et hss^. 
Pour cela, j'observe qu'on a, d'après le n* i8, 

f(a, 6, m, n)= jJTJ,-?)- ' 



en faisant, pour abréger, 



j . Ht . 3 • • nîn, 1 • a . s • . •V 



Ç)(a, 6), 



relativement à des nombres quelconques a eib f dont la somme est c. 
Il en résultera 

#(a, b) ^(a — ^, è— A) 

■ 

ou , ce qui est la même chose, 

/(«i *> ^> h)f{a^,g, b—h, m, n) = |^-^ ♦C^» ,*)♦(«- ^— m, b—h—nj; 

au moyen de quoi , et de la valeur de f{a, bj m, n), l'équatioii qu'il 
s'agit de vérifier deviendra 

3o 






.S? 
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en sappriroadt le facteur ^ f^ rrt commun à tous les termes de ses 

deuK- membres; ici comme aet b sont des oombres quelconques , on 
y pourra, si Ton veut, tùeiïre^a+n et 6*f-jn au lieu de a et 6; ce qui 
la . chaogei^a «n celle-ci 

Or, son premier membre est le coeiBcient de ^^9 dans le déveIop«- 
pement de {oc-j-jr)'; son second membre est le coefficient de x'^jr^, 
dans le produit des développements de (jc +jry et (a: + J'Y"', ou dans 
le développement de (;jc+j*)% comme le premier membre; par con- 
séquenti les deux membres de cette équation sont identiques; ce qu'il 
s'agissait de vérifier. 

(gi). Supposons actuellement que les nombres a, b, a — m, a — n , 
soient très grands; les valeurs approchées de ^ (/n^ n), ^ (a — m), b — n), 
^ (a, b\j et ensuite celle de fifl^ b^m^ n),se calculeront au mojen 
de la. série (3); et si Ton réduit cette série à son premier terme, on 
en déduira une valeur de /{a, b, m, n)^ que l'on pourra mettre 
sous la forme 

en faisant , pour abréger , 



v/ 



^wcmn (a — f») [a — n) 

Lorsque m et n^ et par conséquent aussi a — m et & — fi^ seront 
entre eux comme a et &, chacun des quatre derniers facteurs 
atteindra son maximum et aura l'unité pour valeur. Us décroîtront 
très rapidement à mesure que m et 71 s'écarteront de ce rapport , ei 

deviendront tout-à-fait insensibles , dès que le rapport — ne différera 



plus très peu dep co sorte qu'il suffira de considérer la probabilité 
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exprimée par y*(a, A, m, «), pour des valeurs de m et n, à très 
peu près entre elles comme a et b. SI donc nous faisons 



m 



=:ÇÎ-.flV/c, n sa^H-Vc, 



et conséqaemment 

nous pourrons considérer 6 comme une quantité positive Qv^ négative, 

mais très petite par rapport, à \/c,d« manière que 77=^ soit une très 
petite fraction , dont nous négligerons le carré, ainsi que toutes les 
quantités de l'ordre de petitesse de -. 
Cela posé , nous aurons 

en . îc t/c 



cm 


= 


1 - ^ , 


c{a — m) 

-aic^u) 


ss 





'— • 



et en négligeant les carrés d^ seconds termes de.ces binômes, on trou- 
vera d abord , par un calcul semblable à celui du n* 85 , 

En mettant pour m et n leurs valeurs précédentes, cette formule 
devient ensuite . • ■ 

i 



■*:■ 
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Oa trouvera de même 

\c{a^m)) \c(b^n)J — L'"1" 3(€-^)*fl 6- J'' 

équation qui se déduit aussi de la précédente par le changement 
àe m, Hj fi, en a ^-^ m, b —> n, c — /m, et du signe de fl. De là 
on conclut^ au degré d'approximation où nous nous arrêtons , 

ou bien, en faisant 



c» 



on aura^ plus simplement 

pour la chance d'amener les nombres, m et n de boules blanches et 
de boules noires, exprimées par 

fêa t V^a(c— mWi^c 

c ■ c* 

Selon que le nombre /x sera pair ou impair^ la différence n — m 
sera aussi paire bu impaire. Si l'on désigne par i un nombre entier 
et positif, et qu'on représente l'excès de n sur m par 2i ou 2i — i , 
l'expression correspondante de t devra être, d'après ces équations (rzg), 

/ saicT + j., 
en faisant, pour abréger, 

, ^ — T, 



* 
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et dévsignant par y Tune de ces deux quantités 

{ a ^ b)fic (g — b )fUi j> 

31 V/ 2(c — fê)féabc 2 ^ î (c — fi) f*abc 

savoir : la première quand fx sera pair, et la seconde quand il sera 
impair. La formule (38) , après quon y aura substitue celte valeur 
de t^ exprimera donc la probabilité qne«dans les f^ tirages successifs, le 
nombre des boules noires surpassera celui des boules blanches, d'igi 
nombre d'unités égal à 21 ou 21 — i; par conséquent, si l'on y fait 
successivement 1= i, = 2, =5,. . . jusqu'à ce que l'exponentielle e-'* 
soit devenue insensible, ou, si l'on veut, jusqu'à i == 00 , et que 
l'on prenne ensuite la somme des résultats ; cette somme sera la 
probabilité que dans ces /ui tirages , le nombre des boules noii^s ex^ 
cédera celui des blanches, d'un nombre pair ou impair quelconque 
d'unités. En la désignant par s^ nous aurons 

L 3t/2(c — ^)^Ac J ' 

2 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs de r, comprises 
depuis < = 7^ + ^^ jusqu'à / = 00 , et croissantes par des différences 
constantes et égales à 2^. Or, 2<f étant, par hypothèse, une très 
petite fraction, la somme Z pourra s^exprimer en série très conver- 
gente, ordonnée suivant les puissances de cette différence. En effet, 
si l'on représente par T la fonction de t contenue sous le signe Z, 
et si l'on observe que cette fonction et toutes ses différentielles s'é- 
vanouissent à la limite ^ = oo:, on aura, au moyen d'une formule 
due à Euler, 

19 J y 2 12 ^20 ' 

k, k', k'", etc., étant les Valeurs de T, ^, ^, etc., qui répondent 
\ t=iy. D'après les équations (29), on a d'ailleurs, au même degré 
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d'approximation que précédemment^ 



mn :=r -■ 



c» "^ c^ 



(a — m) (6 — 71) = ^3 y 

en ayant égard à la valeur de J^, il en résulte 



V/2îr(c — fi)fUibc^ 



les termes dépendants de A'^ â:''^ etc., étant multipliés par H dans 
l'expression de j, auront J% J^*, etc., pour facteurs, et devront être 
négligés; et à cause de 

j^ e-^'idi = i e->', r* e-^*/»rf^ = î C^ 4->')^"^% 
on conclura de ces diverses valeurs 

s = —?=. r* e-''dt^ re-^% 
eu faisant, pour abréger, 

6 V/2sr (o— fê) fiabc 

Soit (/ une. quantité positive; selon que la quantité y sera po- 
sitive ou négative , pi^enons u zssdzy; k cause de 



f "* e-'*clt == V^ — r* e-'*dt, 
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nous aurons finalement 

, ':::■'• (50) 

la première valeur de s ayant lieu quand on a ^ < o^ et la seconde 
dans le cas de 7 > o. 

En faisant t ssy dans la formule (28), et désignant le résultat 
par c y on aura 

/r^ ^ ^^ , (3l) 

K2«-(C f*)fMbc 

pour la probabilité que dans le nombre |ui de tirages, les nombres m 

et /i de boules des deux couleurs seront égaux entre eux, et à la 

moitié de p; ce qui n'est possible que quand i^ est un nombre pair. 

(92). Après avoir extrait fx boules de A, supposons que Ton en 

extraie fx' autres, puis fx'' autres, ^t aiosi de suite, jusqu'à ce qu'on 

ait épuisé le nombre c de boules que cette urne renferme, de sorte 

qu'on ait 

c = fx + fx' -f. fx" -f-fx"' + etc. ; 

supposons, de plus', que chacun de ces nombres fx', >", etc , soit 
très grand , ainsi que fx; et désignons par s\ ^",etc., ce que devient s, 
en y mettant successivement fx', jx'V etc., au lieu de f^, et faisant 
usage de la première ou de la seconde formule (5o), selon quà To- 
rigine des tirages, le nombre 6 des boules noires sera plus grand ou 
plus petit que k nombre a des boules blanches , contenus lun et 
l'autre dans A ; ce qui rendra la quantité y négative ou positive. D'a- 
près le lemme du n® 90, les chances d'amener plus de boules noires 
que de blanches, dansées tirages successifs des nombres de boules fi, 
/, fx", etc., seront les quantités J, s\ s'\ etc.; en sorte qu'elles ne 
varieront qu'à raison de l'inégalité de f*, f*', p", etc., et seraient toutes 
égales, si ces nombres étaient égaux. Soit r la moyenne des valeurs 
de Sf s', j", etc., c'est-à-dire, 

rv=:l{s + s + s'* -f- ^'"-1- elc ), /' 
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en représentant par a le nombre total des tirages. Si Ton suppose encore 
que a soit très grand, et si Ton appelle / le nombre de ces a tirages 
dans lesquels les boules noires excéderont les blanches , la proba- 
bilité que/ se trouvera compris entre des limites données, sera la 
même , en vertu de la première proposition du n® 52, que si toutes 
les chances s, s\ s", etc., étaient égales entre elles et à leur moyenne r. 
Par conséquent, en mettant a, r, i— -r, ^u lieu dep, 9,/?, dans la 
formule (17), nous aurons 



R = 1 ^ f^ e-^'dt 4- 



|/29roer(i — r) 



— u» 



e--, 



pour la probabilité que le nombre / sera contenu entre les li>- 
piites 

ar zf= u \/2a,r (i — rj, 

ou égala Tune d'elles; u étant un petit nombre par rapport à \'a. 

Telle est la solution du problème que nous nous proposions de 
résoudre. L'application dont elle est susceptible se rapporte aux 
élections des députés dans un grand pays, comme la France, par 
exemple. Voici en quoi elle consiste. 

Le nombre des électeurs, dans la France entière, est représenté 
par c; celui des électeurs qui ont une opinion, par a; celui des 
électeurs de l'opinion contraire, par b ou c — a. On partage le 
nombre total c en un nombre et de collèges électoraux , dont cha- 
cun élit un député, de telle sorte que le député élu dans un col- 
lège soit de la seconde ou de la première opinion, selon que le 
nombre des électeurs appartenant à l'une ou à lautre y sera pré- 
pondérant. Cela étant, on demande la probabilité R que le nom- 
bre 1 des députés qui appartiendront à la seconde opinion, sera 
compris entre des limites données , en supposant que le partage des 
électeurs en un nombre a de collèges, soit fait au hasard, cestà» 
dire en supposant qu'on prenne au hasard sur la liste générale, 
un nombre fx d'électeurs pour former un premier collège, un nom- 
bre fA' pour form^ un second collège, un autre nombre p-'^ pour 
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en former un troisième, etc.; et si l'on prend pour les limites dey 
celles que l'on vient d'écrire, la probabilité demandée R s'expri- 
mera par la formule précédente. 

Quoique chaque collège électoral se compose des électeurs d'un 
même arrondissement^ et non pas d'électeurs pris au hasard sur 
la liste générale, ainsi que nous le supposons, il peut être utile 
cependant de savoir ce qu'il arriverait dans cette hypothèse; c'est 
ce que nous allons montrer par des exemples. 

(95). En France, le nombre des collèges électoraux, égal à celui 
des députés^ est 4^9, et l'on peut évaluer à environ 200000 le 
nombre total des électeurs. Je supposerai que tous les nombres yi, 
/, yJ^ etc., soient égaux; en prenant pour y- un nombre impair, je 
ferai 

a= 459, fx = 455, c z=z eiiiz=z 199665. 

Je supposilerai aussi qu'on ait 

a = 94835, b = io485o; 

de sorte que la différence entre la majorité et la minorité soit à très 
peu près le vingtième du nombre total des électeurs. La quantité y 
sera négative; on fera donc (^ = — y, en prenant la seconde des 
deux valeurs de 7^ du n"^ 91, il en résultera 



(; = 0,77396, 77^ f^^"''^^ = o^ « 5684 ; 

et, en vertu de la première formule (3o) , on aura 

j = 0,85426, I — J =0,14574- 

La chance d'une' élection dan^ le sens de la majorité des électeurs 
surpasserait donc |j; et la minorité, quoiqu'elle ne dilSRère pas 
beaucoup de la majorité, ne pourrait guère espérer d'élire plus 
des ^ des députés. En mettant ces valeurs de ^ et 1 — j à la 
place de reï i — r dans l'expression de R du numéro précédent , 

3i 



«.« 



• • 
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faisant a ss /^Bg, et prenant u :^ 2, on trouve 

R= 0,9968a, 

* • 

• 

pour la probabilité que le nombre des députés élus par la majorité^ 
serait compris entre les limites Sga qp a i ^ et ceux de la minorité 
entre les nombres 67 ds a i . L'amplitude de ces limites est considé- 
rable relativement au nombre a, parce que et n'est pas extrême- 
ment grand. 

Je suppose toujours que la différence b — a soit à peu près le 
vingtième de c; mais je prends pour fi un nombre pair. Je fais, 
en conséquence, 

a = 4^9, [X = 456, c = «fx = 200124^ 

et, eu outre«y 

a = 95064, 6= io5o6o. 

On aura toujours i* =z -— ^ ; mais il faudra prendre pour y la pre- 
mière valeur du numéro 91. De cette manière, on trouvera 

i/ = 0,74006, --=- / e^^*dt=:o,iin6Aj 

y it J V 

et il en résultera 

s =0,84^79, I — ^ = o,i57?i. 

Mais v- étant un nombre pair, le cas de /n = /i est possible; da- 
près la fomiule ^3i), sa chance est 0* ss 0,02218; et si Ion en 
ajoute la moitié à la valeur de ^, on a ^ =s o,85388; quantité très 
peu inférieure à celle qui a lieu quand f^ est impair. 

Afin de montrer l'influence de l'inégalité des nombres d'électeurs 
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dans les différents collèges^ je supposerai que la moitié da nombre 
total des électeurs soit répartie également dans le tiers des collèges y 
et l'autre moitié dans les deux autres tiers. 

Pour appliquer les formules précédentes au premier tiers, je ferai 
alors 

^«=155, fx=z654, ^ «lut = 1 00062 ; 
et, pour les appliquer aux deux derniers, 

|a=5o6, /x=i327, 3 a|ut== 100062. 
Je supposerai , en outre , 

a= 95062, h = io5o62, c = 2001*24; 

de manière que la différence entre la majorité et la minorité soit tou- 
jours à peu près un vingtième du nombre total des électeurs. Dans le 
premier cas^ où fx est un nombre pair, on trouve 



j = 0,894^9 > 3" = 0,01576, -y 4- î ^ = 0,90117; 

dans le second, où ^ est impair, on obtient 

^ = 0,81981; 
il en résulte donc 

r = i. (0,90117 -h 0,81981) = 0,86049, 

pour la chance moyenne d'une élection dans le sens de la majorité ; 
laquelle surpasse un peu, comme on voit , celle qui a lieu quand tous 
les collèges sont composés d'un même nombre d'électeurs. 

Lorsque la différence h -^ a entre la majorité et la minonté vient 
à augmenter, la chance des élections dans le sens de la minorité 
diminue très rapidement, de telle sorte qu'elle est bientôt pf^ftsque 
nulle. Pour le faire voir^ je suppose les électeurs répartis en nom- 

5i.. 
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bres égaux dans tous les collèges; je prends pour et, /jl, c,, les mêmes 
nombres que dans le premier exemple ; et je fais, en outre, 

a = 89835 , 6 = 1 09850 ; 

ce qui rend la différence b — a a très peu près le dixième du nom- 
bre c, et double de ce qu'elle était dans cet exemple. Je trouve 
alors 

s = 0,98176, I — ^ = 0,018^4) 

en sorte que la chance d'une élection dans le sens de la minorité n'est 
plus que d'à peu près un soixantième. A cause de la petitesse de s, c'est à 
la formule du n* 81 qu'il faudra recourir pour déterminer la proba- 
bilité P que le nombre de fois qu'une telle élection aura lieu dans le 
nombre total des collèges électoraux, ne surpassera pas un nombre 
donné n. En faisant, dans cette formule , 

û)= a (i •; — j) = 8,3713, /i= i5, 

on en déduit 

P = 0,98713, I — P = 0,01287; 

ce qui fait voir qu'il y aurait à peu près cent à parier contre un 
que la minorité n'élira pas plus de i5 députés. En élevant la diffé- 
rence entre la majorité et la minorité à 3oooo, c'est-à-dire aux trois 
vingtièmes du nombre total des électeurs , on trouve que la chance 
I — s s'abaisserait au-dessous d'un millième, et qu'il serait fort pro- 
bable que la minorité n'élirait pas un seul député. 

S'il en était ainsi, le gouvernement représentatif ne serait plus 
qu'une déception, puisqu'une minorité de 90000 sur 200000 électeurs 
ne serait représentée que par un très petit nombre de députés, et 
qu'une minorité de 85ooo n'aurait plus qu'une très faible chance d'a- 
voir un interprète dans la chambre élective. U suffirait que dans l'in- 
tervalle de deux sessions, trois vingtièmes de la totalité des électeur»' 
changeassent d'opinion, pour que la chambre entière passât de la 
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droite à la gauche, d'une opinion à Topinion contraire. Mais les 
électeurs dont chaque collège est composé ne sont pas pris au hasard, 
comme notre calcul le suppose , sur la liste des électeurs de toute la 
France; et dans chaque arrondissement, Topinion prépondérante se 
forme et se maintient par des causes particulières , telles que les inté- 
rêts de la localité , Tinfluence du Gouvernement et celle de quelques 
citoyens. Toutefois, il était bon de signaler l'extrême mobilité que 
le hasard pourrait produire dans la composition de la chambre élec- 
tive, pour de très petits changements dans la proportion des électeurs 
qui ont une opinion et de ceux qui appartiennent à l'opinion con- 
traire. 
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CHAPITRE IV. 



Suite du calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres. 



(94). Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives 
aux chances variables; ce qui nous conduira à démontrer les trois pro* 
positions générales énoncées dans les n** 5^ et 53 , et dont nous avons 
conclu la loi des grands nombres. 

Considérons une série de /x ou /n + /t épreuves successives , pen- 
dant laquelle les chances des deux événements contraires E et F va- 
rient d'une manière quelconque. Désignons ces chances par />. et ç, à 
la première épreuve , par p^ et ç. à la seconde , par p eXq à la der- 

nière ; de sorte qu'on ait 



Appelons U la probabilité que E et F arriveront suivant un ordre 
quelconque , m fois et n fois. D'après la règle du n^ 20 , U sera le 
coefficient de k"(^* dans le développement du produit 

{up, + i^O (a/>, + i^.) . . . (uph-^ iH}^ ). 
Or y si l'on fait 

le terme HuTv^ de ce produit deviendra Me^'^ ~ «J^^ V^— », et tous les autres 
termes renfermeront des exponentielles différentes de e('^ — '*)' V^— ' ; 
d'où l'on conclut qu en désignant ce produit par X ^ en le multipliant, 
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ainsi que son développement, par e— (« - n)*!^— 1 dx , et intégrant 
ensuite depuis ^ = — 'TT jusqu'à x :^ ir, tous ces autres termes 
disparaîtront , et l'on aura simplement 

ce qui résulte de ce que si i et i' exprimant deux nombres entiers , 
positifs , négatifs ou zéro , ^ont le premier sera i =zm — n, on aura 

n e^x\r^x ^-« V-idxzrnf^ ^[cos(*M)x+sin(f'-i> v/^^]^«r=o, 
quand i et î' di0ereront l'un de l'autre , et , en particulier , 



r* e^V^--'e'"^V^--^r/ir s=s2^, 



dans le cas de i = i. 

Nous aurons , en même temps , 

upi + 1^, = cos j: + (/i| — J4) sin jc^T— I j 

et si nous fisiisons 

cos*x + (^Pi — Çj)* sin* :r == Pi* , 
il y aura un angle réel r, y tel que l'on ait 



• I 



— cosx = cosri, " \p^ — 9i)smx = sinri; 

d'où il résultera • 

«V'i + W71 = fienV-i. 

Le signe fi sera ambigu; pour fixer les idées , nous regarderons 
cette quantité comme positive* Eii faisant, pour abréger, 

fi/iPs-.-p^ = Y, 



.<• 
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le produit désigné par X deviendra 

X = YeH^^; 



et nous aurons, en conséquence, 



V- 



U = — / Yco8[r — (m — n)x\dx'\ -/ Ysinfr — (m — n)x^dx. 

Pour des valeurs de ^ égales et de signes contraires, les valeurs de n 
le seront aussi , et celles de fi seront égales ; par conséquent , la seconde 
intégrale définie s'évanouira, comme étant composée d'éléments deux 
à deux égaux et de signes contraires; et cela devait être, en effet, 
puisque U est une quantité réelle. Pour des angles x . suppléments 
l'un de l'autre, les angles Ti le seront également, d'après les expres- 
sions de cosTj et sin ri; la somme des deux valeurs de^ — (m — n)x 
qui leur correspondront , sera donc {jltt — (m — /i) tt ou 2/1^, et 
conséquemment le cosinus àe jr — (m — n)x ne changera pas : 
il en sera de même* à l'égard des valeurs de Y; en sorte que les élé- 
ments de la première intégrale définie , correspondants k x et 
TT — Xf seront égaux, aussi bien que ceux qui répondent à ar et — x. 
En supprimant donc la deuxième intégrale , réduisant les limites de 
la première à zéro et -^ 'tt, et quadruplant le résultat, nous au- 
rons simplement 

U=^/^ Ycos[7- — (m — /ï)a:]^. (0 

L'intégration indiquée s'effectuera toujours sous forme finie, parles 
règles ordinaires. Mais quand ^L ne sera pas un grand nombre, cette 
formule«ne pourra être d'aucune utilité pour calculer la valeur de U; 
quand, au contraire, ce nombre sera très grand, on déduira de 
cette formule, comme on va le voir, une valeur de U aussi ap- 
prochée, qu'on voudra. 

(95). Chacun des facteurs de Y se réduit à l'unité pour ^ == o, 
et est moindre que l'unité pour toute autre valeur de x^ comprise 
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dans les limites de Fiatëgratioii ; il s'ensuit que quand fn sera un très 
grand nombre , ce produit sera généralement une très petite quantité , 
pour toutes les valeurs de x qui ne seront pas très petites, et que Y 
s'évanouirait, pour toutes les valeurs finies de x, si fc devenait infini • 
Il it^ aurait d'exception que si les facteurs de Y convergeaient indéfi- 
niment vers Tunité; car on sait que le produit d'un nombre infini de 
semblables facteurs, peut avoir pour valeur une quantité de grandeur 
finie. A cause de 

f I* = I — 4Wi sin'jf, 

cette circonstance supposerait que l'une des chances des deux évé- 
nements E et F, ou leur produit p^i, décrût indéfiniment pen- 
dant la série des épreuves. En excluant ce cas particulier, on 
pourra donc, dans le cas où /a est un très grand nombre ^ considérer 
la variable a: comme une très petite quantité , et négliger la partie 
de l'intégrale précédente, qui répond aux autres valeurs de x. 

En développant alors suivant les puissances de x*, on aura« en 
série très convergente. 

Pi = I — V^tX^ + (î W* — ^/^iî*i)^ — etc., 
et, par conséquent, 

ïog fi = — ^M«^ + (j Ml — 4p*qt^)^ — etc.; 
d'où l'on conclut 

logY = — fAk'x' + ;t (^ *• — A/*)x* — etc., 
en faisant, pour abréger, 

2^p^i = fih, 42pj V = /**'• » etc. , 

et étendant la somme Z depuis / = i jusqu'à i = (ix. Si l'on fait 
aussi 

z 



é 



'^~ i/;r» 



3a 
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que Toa coniîdère la nouvelle variable zxromme une quantité très pe* 
tite par rapport à v/[a , et qu'on néglige les quantités de l'ordre de 

petitesse de -, il en résultera 

Y = e^*''\ 

D'après les valeurs de fi et de sinz-j , on aura de même 

n = (Pi — ?*> + I (/'i — îOM' ^* + ^<^- 

Je désigUÊ^M par p (A. tf les chances moyennes de E et F pendant 
toute Ift serve des épreuves , 4e sorte qu'on ait 

p = i 2/)„ 9 = i 2?,, p 4- ^ = I ; 

■ 

la somme 2 s'étendant toujours depuis / = i jusqu'à i as /i. Je ferai 
aussi , pour abréger. 

En conservant seulement les quantités de Tordre de petitesse de -^^ 
on en déduira d'abord 

et ensuite 

cosO — (m — 7î>r]=cos(2g V^) — sin {zg Va^), 

OÙ l'on fait, pour abréger, 
Je substitue ces valeur^ de Y et cos [^ — (m — n)x] dans la for- 
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mule ( I ) , et j'y mets —pu dz au Heu de dx; il vient 

U= -~r Ce-^''* cos(zg \/]Ji) -pr /V-*'''z'sin(zg v//Â)^«n. 

Le cas où les valeurs de pi et qi décroîtraient indéfiniment ayant été 
exclu, k* ne peut être une très petite quantité; pour des valeurs de z 

comparables à \//x, Texponentielle e^*'*" sera donc insensible ; et quoi- 
qu'on ne doive donner à cette variable que des valeurs très petites par 

rapport à ^^fi, on pourra maintenant, sans altérer sensiblement 
l'intégrale, Tétendre au-delà de cette limite, et la prendre, si Ton 
veut, depuis z = o jusqu'à z =00 . D'après une formule connue, on 
aura alors 

j e-*'«' {coszg v/ft) dz = ^^ e ^'^ ; 

en diflerentiant successivement par rapport agetak, on en déduit 

/;^.V (sin ^ VF)d.^e^ (5 + ^ ."^- , 
et au moyen de ces valeurs , celle de U devient 



Wfê 



A raison de l'exponentielle e ^', cette probabilité sera insensible 
dès que g ne sera pas de l'ordre de la fraction -r=; mais à cause de 

^-f-ç = i et/n + /i = fx, cette quantité g ne peut être de cet ordre de 
petitesse , à moins que cela n'ait lieu séparément pour /i ->*-«- et 9 -^ - , 
qui sont d'ailleurs des quantités égtltÈ et de signes contrâiftes; si donc 



5a.. *V 



>■■ 
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on fait 






m kè 


n M 





la probabilité U n'aura de valeurs sensibles que pour des valeui-s de fl, 
positives, négatives ou zéro, mais très petites par rapport à V^f^, et 
il en résultera finalement 

u = — ;= e- «• - -/^ (3 + a9') «-»', (2) 
pour la probabilité que les nombres m et n auront pour valeurs 



m 



=:pii—Bk v/fi, n = q(i+^k y/fi-, 



c'est-à-dire, des valeurs qui s'écarteront très peu d'être proportionnelles 
aux chances moyennes/? et q et au nombre fi des épreuves. 

(96). Pour que metn soient des nombres entiers, il faudra que 6 

soit un multiple de — j^ou zéro. En faisant 0= o dans la formule (2), 

on aura — 7=- pour la probabilité que metn seront précisément entre 

kywft 

eux comme p et q. En désignant par t une quantité positive, multiple 
de — ^; faisant successivement dans cette formule 8 = — *fet6 = ^; 

et ajoutant les deux résultats, leur somme — ;=e"~'' exprimera la pro- 

kyw^ 

habilité que m sera Tun des deux nombres pfA zp kt vV> ^^ ^ l'un de- 
deux nombres ^ju» zb kt v/ft. Soit 

désignons par i^ un multiple donné de c^; faisons successivement, dans 
la somme précédente, ^ = J^, = aj\ = SJ^, .... jusqu'à t=,u; repré- 
sentons par R la somme des résultats , augmentée de la valeur de U 



•f/. 



X- 
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qui répond à s: o; nous aurons 

pour la probabilité que les nombres met n seront compris entre les 
limites 

ou égaux à l'une d'elles. 

La somme 2 se rapportera aux valeurs de t comprises depuis t ssj" 
jusqu'à tsssu, et croissantes par des différences égales à cT; mais on 
pourra la remplacer par la différence des sommes de er-**, prises de- 
puis t=s J^ jusqu'à f = 00 , et depuis / = u + cT jusqu'à f = oc . Au 
moyen de la formule d'Euler, déjà employée dans le n^ gi , cette 
dernière somme ^ multipliée par c^, aura pour valeur, 

au degré d'approximation où nous devons nous arrêter, c'est-à-dire 
en négligeant le carré de c^. Si l'on y fait f^ =o, on aura aussi ^ 

pour la somme étendue depuis f = cT jusqu'à ^ =: oo et multipliée 
par J^. Par conséquent , si l'on retranche de cette dernière quantité la 
précédente , et qu'on divise par cT f on aura 

pour la somme comprise dans l'expression de R ; et en ayant égard à 
la valeur de J^ , cette expression deviendra 

R = I ^ f^e-'^dt^ 7-7= «"""'• (5) 

Lorsque les chances p^ et q^ sont constantes et conséquemment 

égales aux moyennes p et q^ on sl k =i S/apq} ce qui fait coïnci- 
der cette formule (3), et les limites pràrédentes de m et n, avec 
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la formule (17) du n^ 79, et les limites auxquelles eUe répond. Cette 
coïncidence de deux résultats obtenus par des méthodes aussi difTé- 
rentes^ pourrait servir ^ au besoin, de confirmation à nos calculs. 
En prenant pour u un nombre peu considérable, tel que trois 
ou quatre, on rendra la valeur de R irès peu différente de l'unité. 
II est donc à peu près certain que dans un très grand nombre (a 

d'épreuves, les rapports — et - s'écarteront très peu des chances 

moyennes pel q, dont ils approcheront de plus en plus, à mesure 
que f4. augmentera encore davantage , et avec lesquelles ils coïncide- 
raient rigoureusement si (i pouvait être infini ; ce qui est déjà la pre- 
mière des deux propositions générales du n^ 62. 

(97). Soit maintenant A une chose quelconque, susceptible de 
plusieurs valeurs positives ou négatives, et que nous supposerons 
des multiples d'une quantité donnée ca. Ces valeurs seront com- 
prises depuis ctcû jusqu'à Ca> inclusivement, de sorte que € — et -^ i 
soit leur nombre; a et ^ désignant des nombres entiers ou zéro, dont 
le second surpassera le premier, abstraction faite du signe : on aurait 
S s=j a^ si Aa'était susceptible qtie d'une seule valeur. Non^eulement 
à chaque épreuve que l'on fera pour déterminer A, toutes les valeurs 
pfbssibles seront inégalement probables, mais on supposera, pour plus 
de généralité, que la chance d'une même valeur varie d'une épreuve 
à une autre. Si n est un nombre quelconque, compris entre ot et €, 
ou égal à l'une de ces limites, on désignera donc la chance de la va- 
leur ne? de A; par N, à la première épreuve, par ]N« à la seconde 
épreuve, etc. Cela posé, s étant la somme des valeurs de A qui au- 
ront lieu dans un nombre fi d'épreuves successives, il s'agira de déter- 
miner la probabilité que cette somme sera comprise entre des limites 
données. 

Appelons d'abord it la probabilité qu'on aura précisément s = mcû , 
en désignant par m un nombre donné, compris entre a et S, ou égala 
Tune de ces limites. Si l'on forme le produit 

daitô lequel t est une quantité indéterminée , et les sommes 2 s'éten- 
dent à toutes les valeurs de n , depuis n =3 a jusqu'à n se f; et si l'on 
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^èéreloppe ce produit raivatit \eB {missances de /^, il est àiséde voir que n 

sera le coefficient de ^ dans ce développement. Cela est êyident^<lans le 
cas de /x=si. Quandjxs^, aï l'on représente par n'cùei wl'œdenx expo- 
sants 4f^ t pris, l'on dans la première et l'antre danslaseconde somme Z, 
il est évident qne la valeur mis> de A pourra arriver d'autant de manières 
dilFéreïiftes que Téquation n' -|-/i'' = m aura de solutions distinctes, 
en prenant pour n! et ri' de& nombres conipris depuis a jusqu^à Ç; la 
proliabilité de chacune dé ces manières sera le produit des valeurs 
fle Nt et IT^, qui répondent à chaque couple de nombres n' et ri' ; 
par conséquent , la probabilité totale de f = moo aura pour expression 

le coefficient de f^ dans le produit des deux premières sommes Z. Ce 
raisonnement s'étendra sans difficulté aux cas de /le = 3, = 4^ ^^c- 
Lorsque toutes les quantités N^^ N«, N^, etc.» sont égales^ leur pro« 
duît se change dans la puissance jx de l'un^las polynômes igui répon- 
dent aux sommes S, et ce cas a été considéré dansîe n"" 17. 

Cela étant, par une considération semblable à celle qu'on a employée 
plus haut, si nous fusons 

«• = e«V/=T, 

et si nous désignons par X ce que deviendra le produit des /a sommes S, 
nous aurons 

Soient actuellement fet f deux nombres^ donnéii et P la probabilité 
que la somme s sera oomprise entre 4ââ et fcù , ou égide k l'une de ces 
limites ; la valeur de P se déduira de celle de IT en y faisant suc- 
œsttvenent m = 1, =s i -«H 1 , s» î «ff- 2, • « . « «s i\\ et la aMEUbe 
4cBhraleiiiKCQnreqfmi4antes'dee^^*'*V^ aywntpoitr «x^pwBsion 

,/— r -o^+i>v^- -0-0 «'^l 

a«in^9 ^ -J ^ 

il en résultera 
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Pour simplifier cette formule, je supposerai que (a soit un infiniment 
petit; je prendrai, en même temps, pour i et i des nombres infinis; 
et je ferai 

c et € étant des constantes données, dont la seconde sera positive, afin qu'on 
ait a >> î, comme le suppose Texpression de P. Les limites de l'intégrale 
relative à la nouvelle variable x seront ± oo . On aura sin ^ 9 a=s ^ mx; 
et en négligeant =b 7 par rapport à i et à /', cette valeur de F deviendra 



F = i P Xe -'V/=I sin éx ^. (4) 

Les valeurs possibles de A croissant actuellement par degrés infiniment 
petits, il faudra supposer leur nombre infini, et la probabilité de cha- 
cune d'elles infiniment petite; en désignant par a et 6 des constantes 
données, et par z une variable continue, on fera donc 



acù 



= a, Ccj =s b, ruê ^^ z'^ 



on aura , en même temps , 

et l'on fera aussi 

N, = «/|Z, N, = mf^z, N, s=8 e»/,z, etc. 

Chacune des sommes 2 contenues dans X se changera en une intégrale 
définie , dont a et 6 seront les limites; et en prenant œ pour la diffé- 
rentielle de z, on en conclura 



X =//." »/"/«&./%" ^'/,uU f/'^~V^ zdz, (S) 

pour le produit de /t facteurs qu'on devra substituer dans la formule (4) 
à la place de X. 

(98). Cette formule exprimera la probabilité que dans le nombre fc 
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d'épreuves^ la somme des valeurs de A se trouvera <x>mprise entre les 
quantités données /? — i et c ^ €. A ta nf^ ept^ave^ la chance 
infiniment petite d'une valenf z de A est^zcfe; et toâtes tes valeûi's 
possibles de A étant^ par hypothèse, comprises entre a et b^ et Tune 
d'elles devant avoir lieu certainement à chaque épreuve, il faudra 
qu'on ait , ♦ 




la fonction ^^z pourra d'ailleurs être continue ou discontinue , pourvu 
qii'entre ces^mites q^et b^ elle soit une quantité positive^ « 

Si la chance^ de chaque valeur de » ne change pas pendant les 
épreufes, la, fonction f^z sera iAdépendailte de /i; et ^n la représen- 
tant par y*^ on aura ' # ^ . ' " 

Si I de (dus les val^rs de A sont égalemei^t probables , fz sera une 

constante qui'devra être 7 , pour satisfaire à«*lâ dernière équation. 

En faisant •*. ^. . 

on aura donc 



t' 



au raojpen de quoi la farmule (4) deyiendra 






ou simplement 



^ = ni^ iri-J -r<=^(f^-c)xdx, (6) 
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parce que la seconde intégrale s'évanouit comme étant composée d'é- 
léments qui sont denx à deux égaux et de signes contraires, et que 
ceux de la première sont deux à deux égaux et de mêmes signes. 

L'exposant pi étant ua nombre entier et positif, je vais faire voir 
que cette valeur de P s'obtiendra toujours sous forme finie , en rédui- 
sant la puissance y- de singer, en sinus ou cosinus des multiples degx, 
au moyen des formules connues, savoir : Jl^k 



1 



l'sin'gjJi-^— i)"rcos(<ga: — p cos((i — a)gx + '^Y^cosr(.— 4)gar 

L''sin''gx = (— i)» ' \jml^x—l^sm(ii—2)gx+'-^^!im(,f—^)gx 
TWz — ''"*f^ — 6)5^x4- etc. J, 

qui soDt composées chacune d'un nombre fiai de termes, et dont la 
première a lieu quand le nombre f^ est pair, et la seconde lorsqu'il est 
impair. 
(99}. Pour cela , j'observe que l'on a , comme on sait , 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur , selon que la 
constante y sera positive ou négative. Soient a et €, deux autres quan- 
tités positives; mettons Sx et Sdx a la place dex et (ix, ce qui ne 
changera rien aux limites de l'intégrale ; nous aurons 



(7) 



/: 



^^jr = =t:- 



et en imiltiplisiit par d€, et intégrant ensaite depuis £ = i jusqu'à 



^ 



I 
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1 


€^ (t, ileo résultera 




f^{cc^yx-^ cosayx) ^ = r^ i TT (i — «)>. (8) 




Cette équation subsistera évidemnienl pour ^ =: o, quoique celte 
dont elle est déduite n'ait pas lieu dans ce cas particulier. Son premier 




membre est la diflerence des deux intégrales f cos ayx —, et 




/ cosyx—, dontchacunea uue valeur infinie. Pour cette raison. 




iî n'est pas permis de les considérer isolément, et de changer la Va- 
riable X dans l'une, sans la changer dans l'autre. Ainsi , en mettant 




-et — à la place de j: et tir dans la première, elle deviendrait 




a 1 cosT-x-^; et en divisant les deux membres de l'équatiou pré- 




cédente par I — a , on aurait 








ce qui serait absurde. ^ même remarque s'applique à toute intégrale, 
comme le premier membre de l'équation (8), qui a uoe valeur finie , 
résultante delà différence de deux intégrales infinies. 




Je multiplie cette équation (8) par - dy; puis j'intègre ses deux 




membres, en assujétissant leurs iotégralegà s'évmouir^uaad > = o; 
'•^■ce qui donne ■• 




^/:(.„,.-ï=^5=:pc,-.,^.. ••• 




En intégrant une seconde fois de la même manière, il vient 




^^"("''^:^^)^^*'-^-^:' 


'» 


.5S.. 

• 


■ 



26o ^ RECHERCHES 

une troisième et une quatrième intégration donneront de même 

et en continuant ainsi , on parviendrait à des équations de cette forme 

i 

- / cosyx ^+(1— «)(r — _=ip(_i) (I — «) /^ ; 

la première répondant au cas oùft est un nombre pair, et la seconde au 
cas où /A est impair. Les quantités C et C! sont des constantes déter- 
^ minées , qui dépendent de a et ^ , et dont les expressions , faciles à 
former, nous seront inutiles à connaître. 

Je mets successivement, dans chacune de ces équations, 5^+ £ et 5^—6 

au lieu de ^; et par la soustraction des résultats 1 j'en déduis 

# 

4 /'* r • C08«>* 8in«ix , / xfx'n àx 



/«+« 



à'' 



= * '~','!a.'!'; -[(>-+')'' - (5- - 0' ]; , 

D et D' etanf des constantes différentes de C et C Je mets encore suc- 
cessivement 3^ 4- (jîA _ 27i)gr et 3.— - (/^*t- 2/i)g i la^place de >; et par 
ladditiou des 4*ésultats dafns la première équation , et la soustraction 
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dan& la seconde , il vient 

-/ I C08(/«— an)^^cosyxsiiifjp ii- iS. £ -i-fi— |,)E I — — 



I 



8 /**r . , V sÏDm(ft — ^n)gxcos^xs\nmiX . ^ ,^,"1 dx 



I 



E et E' désignant aussi des constantes différentes de D et D\ En don- 
nant à n les valeurs successives o , i ^ ^/^^ <^to. ; faisant , pour abré- 

u ssjcos figx — ft cos ( At— ^)sx + ^T^Y" ^^^ ( A* •^ ^)s^ 

■ • • 

V =Qin /<gx — /u sii^f* — 3)gx + ''-— sin (;* — J^)gx 
-_fi:^:=ij=î sinCfx- 6)jx + etc.] ?2Î^^, 

et désignant par u! et p' ce que deviennent i^ et i^, quand on y change 
^ en oo: I on déduit des équations précédentes . 
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F et F' étant encore des constantes différentes de E et £'. On a iiit', 
dans ces dernières équations , 






I.2.3 



et Ton a désigné par T', ce que T devient quand on y change le signe 
de g y et par T^ et T[j ce que deviennent V et T' par le changentient du 
signe de t. Or, en renversant Tordre des teroies de V et T/, qui sont en 
nombre fini, il est facile de voir que Ton alésas r et T/ = T^ quand /x 
est pair, T' = — T et r/ = — T, quand ^L est impair; au moyen de 
quoi les équations précédentes deviennent plud simplement* 

1 

4 r* r« — «' . I (' - '')F -]^_ (t-^) (- ■)'''(r-r,) 
«r/o L 3f-^ J** i.a.3.../. • 



Dans chacune des deux quantités V et F^ que ces équations renfer- 
ment, on devra, d'après Forigine des doubles signes de leurs différents 
termes , prendre le signe supérieur ou le signe inférieur d'un terme 
quelconque j selon que la quantité qui éy trouve élevée à la puis- 
sance fx sera positive ou négative. 

Maintenant, en vertu des équations (7), on a 
/„ — = (-0 2A.y^ 8inMs^cos>a:8in€*-^.. 

Jo :ï^ = (■"*) 2^ J^ smfgxcosyxsmex—^^. 

Les intégrales contenues dans les seconds membres de ces équations 
sont des quantités finies; les intégrales / —r^*/. ^,etparsuitt, 
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celles qui s'en déduisent en y mettant ii' et v au lieu de « el c, ont 
donc aussi des valeurs finies; par conséquent , la remarque relative 
à l'équation» (8) ne s'applique plus aus équations (9). Or, en met- 



à u' et i/, nous aurons 

p" t/dx r^adx r'^v'dx r'^vdx 

au moyen de quoi et des formules précédentes, les éqaations (9) se 
changent en celles-ci : 



r— r. 



Mais l'intégrale/ — rr, étau^ infinie, ces dernières équations ne pour- 
raient pas subsister, silescoustantiBsFetF''n'élateQlpasniilIes;îl faut 
donc qu'on ait Identiquement F = o et F' ^ o; ce qu'on pourrait 
d'ailleurs vérifier, si cela était nécessaire. Cela étant , les deux dernières 
- éàualions se réduiront à une seule , savoir : 

• ' - i IL r" ■ u. '^' r — r 

• * w Jq '^ ' y-f-' i.a.J...^' 

qui aura lieu pour les deux cas de ^ pair etdef^impaû-; etsll'ony fait 

y =^ (Ji — c, 

et qu'on ait égard à la fôrniule (6) , on en conclura fioatemeot 



^ 
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pour Téquation qui fera connaître la valeur deP^is forme finie, et 
qu'il s'agissait d'obtenir. 

(loo). Dans le cas de 11=^1, ou d'une seule observ^on , P estJUi 
probabilité que la valeur de A qui doit , par hypothèse ^ être comprise 
entre les limites données a et 6, ou A— g et A+g, le sera, d'après l'obser- 
vation, entre les limites aussi données c — é et c-f-é. Si ces dernières 
Hmites renferment les premières, on devra donc avoir P=J ; si, au 
contraire, ce sont les dernières limites qui sont renfermées dans les 
premières, P devra être le rapport de l'intervalle 2i des dernières à l'in* 
tervalle 2g des premières; si les dernières limites tombent toutes deux 
en dehors de l'intervalle des premières , il faudra qu*on aitP :c: o; si 
c — é tombe dans l'intervalle de h — g et A + g"» et c -f- 6 en dehors^ 
P devra être le rapport de l'excès de A+g sur c — € à l'intervalle 3g ; 
et enfin , si c'est c ^ s qui tombe dans l'intervalle de h — g eih + g, 
et c — 6 en dehors, il faudra que P^ soit le rapport de l'excès de c -f- € 
sur A — g à l'intervalle 2g. Ces cinq valeurs différées de P, savoir : 

P=i, P==-, P = o, P z= -^+.£JZf±i,.p=f±îli^±£ 

se déduisent effectivement de Téquation (10), qui donne • 

p = ^(r-rj. 

pour /x = I . On aura j en même temps , ^ = A — c , et par suite 
r = =fc:(A4-g — c + =p (h — g — c -f. €), 

r, = ± (A + g ~ ^ — =F (A — ff — ^ — 0- 

Dans le premier des cinq cas qu'on vient . d'énoncer , on aura 
c + 6> h +g etc — 6<'Â — g; les quantités comprises entre les 
parenthèses seront positives dans F et n^atives dans* V^ ; il faudra , en 
conséquence , prendre les signes supérieurs dans F et tes signes infé-» 
rieurs dans F^ ; et il en résultera 

r = ag, T, = — 2g, P = I. 



t * 
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Dans le second cas, on aura A+g>c+eetA — g <c — (;on 
devra prendre les signes supériears des premiers termesderelV, , et les 
signes inférieurs de leurs seconds termes ; de sorte que l'on aura 



r=; aA — ac + aï, r,= aA — ac — ae, P = -'. 

S 

Dans le troisième cas, nous aurons h — g->t.-f- é; on devra prendre 
• les gigoes supérieurs dans T et dans F, ; ce qui donnera 

r=3ag, r,^ ag, P ^o. 

•"On pourra aussi avoir, dans ce troisième cas, A+g <;c--Ê;ce qui 
•exigera qu'on prenne les signes inférieurs; les valeurs de T et F, chan- 
geront donc de signe, et l'on aura encoreP = o. Dans le quatrième 
cas, nous aurons c — e>A — g , c — £<A-}-g, cH-É>A-+-g; il 
faudra prendre les signes inférieurs des deux termes de T^, le signe 
supérieur du premier terme de T. et le signe infériem' de son second 
terme; d'où il résultera 

. '■ r=aA— 2CH-3.-, r= — ae, j> = tte^Zl+1, 

Enfin, dans le cinquième cas, on aura c — s^k — g, c -f-t^A — g, 
c -f- É ■< A H- g. On prendra , en conséquence , les signes supérieurs 
des deux termes de T , le signe supérieur du premier terme de T, , et le 
signe inférieur de son second terme; ce qui donnera 

r=ag,.-r,= 3A — ac-ac, P= ""*"~^" ^- 



La vérification de la valeur de P relative au cas d'une seule ob- 
servation j peut aussi se faire sur cette valeur générale, donnée parla 
formule (4)- Dans ce cas, si l'on regarde/^z comme une fonction dis- 
continue, qui soit nulle pour toutes les valeurs de s non comprises 
• entre Içs limites données a et bjla ptobabiltté P qoe la valeur de A 
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devra tomber entre tes limites c rpt, seta évidemment 

p = f'^yjM"- 

Or, pour f* = I , on a , d'après les formules (5) et (4) , 

et en intervertissant l'ordre des intégrations relatives à x etz, et faisant 
disparaître les imaginaires , cette expression de P pourra s'écrire 
ainsi 

""^î/.T/o" '-^^^■=î^ dx - f' "°''-"'î dx ]/Mt. 
Mais ou a, comme plus haut , 

f''^^dx = =!={^, 

selon que la constante^ est positive ou négative; la différence des 
deux iutégrales relatives à x sera donc nulle ou égale à tt, selon que 
les deux quantités c -I- s — z et c — s — z serOQtdemèmessignesoude 
signes contraires; par conséquent, l'intégrale relative à z se réduira à 
zéro pour toute valeur de z qui sera, ou plus grande que c -)- 6, ou 
• plus petite que c — e; elle ne devra donc s'étendre qu'aux valeurs de z 
comprises à la fois entre a et b , et entre c — eetc+É;et puisque 
MOUS regardonsy^s comme uulle pour toutes les valeurs de z qui tom- 
bent liors des limites a et b , la valeur de P se réduira à l'intégrale 
de^^zc^, prise depuis z^c — «jusqu'à c -f- e; ce qu'il s'agissait de 
vériUer. 

(loi). Lorsque jx sera un très grand nombre, on pourra^ par des 
transformations semblables à celles du n' ^5 , changer la formule ( 4 ) 
eu une autre qui tera connaître ta valeur approchée de P. 



n 
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Observons d'aliord que la formule (5) peut s'écrire ainsi 

X=yV'.V^/,z,A^V-l^/Arf5... /_' è-,y^'Jfydz^. 
Faisons ensuite 

(/ f,ZMCOsxx,dzA 4- ( / /„z, sioxz,rfz,J =p/; 
il y aura uo angle rëel r., tel que l'on ait 

— j _^ïii,cosxz^,=coBr,, —j y,z,8iax2at^s.^ sinr,; 
et si l'on fait aussi, pour abréger, 

r, + r, + r,. . . + r^ = j, 

la valeur précédente de X détiendra 

X = Y e^^/-K 

En la substituant dans la formule (4) , on aura donc 

■> i /"oo ,, , \ ■ dx , ^—\ Z'" v^f, . . dx 

P = - / ¥cos(j — cxjsinea: — -f- ^-^-/ Ï3iq(^— cx)sinea: — ; 

et comme les éléments de la seconde intégrale sont deux à deux 
égaux et de signes contraires, et ceux de la première , deux à deux 
égaux et de mêmes signes , cette valeur de P se réduira à 

.'■ ' ^'^lÂ l'cosC^ — cx)sinM;'J. (n) 
Pour x^t), OD'a'f. ^ T ; et pour toute autre valeur de x, celle 

54.. 
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de p. est moindre que l'unlte. En effel, l'expression de p', peut 

évidemment se changer en celle-ci : 

?'-= 1 f,tcoextdi . I /,t'cosxifdî'+ 1 /.tsinxids. f f,^ siaxt'â^ ; 

laquelle est équivalente à 

/'. =y / ft^J-^' cos x{z — z')dzdz' ; ■ * 

quantité moindre que | 1 f,zfi,z'dzd:^,onqne f J^zdx.'f^J^z'dx', 
pour toute valeur de a: différente de l'unité; et, par conséquent, moin- 
dre que l'unité, puisqu'on doit avoir f f,zdz=\ et / J,z'tlz' = i. 
Cela posé, le nombre ft étant très grand, il s'ensuit que dès que 
la variable a? ne sera plus très petite, le produit Y, égal h l'unité 
pour .r =: o, se réduira, en général, à une très petite fraction 
qui serait tout-à-fait nulle si fA, pouvait devenir infini. En faisant 
abstraction, comme dans le n° gS, du cas particulier oii Y con- 
vergerait vers une quantité différente de zéro (*), nous pourrons 
donc ne donner à x, dans l'intégrale que contient la formule (i i), 
que de très petites valeurs, à la limite desquelles la valeur de Y 
soit insensible; de sorte qu'en faisant 

la variable 9 pourri élire supposée infiaîe à cette limite; et qu'eu subs- 
tituant cette variable à x dans l'intégration, on devra prendre zéro et 
l'infini pour les limites de l'intégrale relative à 6. 

Pour exprimer x et dx au moyen de et (/9 , je développe les valeurs 
précédentes de f.cosr, et f, sinr. suivant les puissances de x. En 

(^} Pour l'eXBlnen Ae ce cas paniculier et des singularités qu'il présente, je ren- 
verrai à mon mémoire îaséié çlof» la Çotlpaisiance des Tems, de 1S37 , et que 
i-aidéjicUé(ii"6ô). -. '■■■.",; . • . * 
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mettant la lettre z au lieu de 2, sous les signes y^ et faisant 

f''zf,zdz=:k„ r''z%zdz:=k\, f\%zdz=.l^,,eXc., 
noas aurons, en séries convergentes, 



p, siu i\ = xk, • 
Eu faisant aussi 



; jf'. + etc. 



^ (k\ _ A'.) = A, , g (A". — 5*,*'. + 3<f ,) = g. , 



on déduira de ces séries 

f, = 1 — x'h^ + JT*/, — etc. , 
r, ^ art, — jr'g, + etc.; 

et de cette valeur de f,-, on déduira ensuite 

logf. — -r *!/i. ± •^t'. ^ î-iy v-*'*fi- - 
Faisons encore ..." • • , - • 

2A. = nA, 2ft, = f*S, Sg-»=Sfig, i^fT— 1^*.) = ^'^ etc.; 

les sommes £ s'étendant, ici et dans tont ce qui va suivre , depuis n =: 1 
jusqu'à n = fi ; nous aurons 

logY = — &• = — x'ith + a^(d — etc.; 

d'où l'on tire ' •'* *^' » i '• ««' V ^ 



.M% 



/S* 






= + «^c-/ 
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« 


V 


et l'on aura en même temps 

cos{^ — ex) = cos(f*A — c)x + ^^ siii(pA:-^c)5-f: etc. 
Au moyen de ces diverses valeurs, la formule (11) devient 
P=^y*e-s-cos(pA — c>7sinw:4' 


1 


•■»- 


en négligeant les termes qui seraient divisés par p, et conservant x à 
la place de sa valeur sous les sinus et cosinus. 
Si nous prenons 

cette formule se réduira à 

eii supposant que le rapport de t à x/fj. ne soit pas un grand nom- 
bre, ce qui permet de réduire la valeur de tx à son premier terme 


W 


9 


-^. Or, a. étant une constante indéterminée, on a, d'après une for- 
mule connue , 

en multipliant par — ~, et mtégrant^epuisa=:o jusqu'à a == é, on 

■'.'•'•■-'\ 
en déduit "" •' • . 




* 

» 


et en faisant 




• 


a. = 2t\/ijJi, das= 2.\/^dt, s j= iu\/fJi, 




T- 








• 


J 


1 




^ 
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1 




et observant qu'oD a 






r"e--'(it= ^V^— r"e-'V/, 






il en résiJrera enfin 


■ 




•'■ , ■ ■ ^ = '-èïf' "'"'"■ ^'') 


n 




poat U probabilité que dans un très grand nombre p d'épreuves, la 


1 




somme s des valeurs de A sera comprise entre les limites 




■' 


(ik ^ 2« V/^Af 

oa , ce qui est la -même chose , pour la probabilité que les limites 

compreudronl la valeur moyenne - de A, résultante de ces^/ épreuves 
successives. 

{101). Endonnantaw une valeur peu considérable, qui rende néan- 
moins la formule(i 3) très peu différenle de l'unité, on en conclura que le 
rapport - différera probablement fort peu de ia quantité A; et comme 

cette quantité représente la somme des valeurs possibles de A , multi- 
pliées par leurs chances respectives à chaque épreuve, et divisées par 


•- 


• 


le nombre fi des épreuves, c'est-à-dire la somme de ces valeurs mul- 




tipliées respectivement par leurs chances moyennes, il s'ensuit que 






cette conclusion coïncide avec la proposition du n" 53 , qui se trouve 






ainsi démontrée dans toute sa généralité. 






Ainsi, dans un très grand nombre^ d'épreuves, il y aura toujours 






une probabilité très approchante de la certitude, que la valeur moyenne 






de A différera très peu de la quantité A : la différence - —A diminuera 






;'V^""^->^' 
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tidéfîninieDtji mesure que fj. augmentera de plus eu plus, et serait tout- 
à-fait nulle si ce nombre deveuait infini. 

Si l'on construit une courbe plaue dont s etj^z soient les coor- 
données courantes, elle représentera la loi de probabilité des valeurs de A 
dans la n'"" épreuve , en ce sens que l'élément /,7dz de l'aire de celle 
courbe sera la probabilité inGniment petite de la valeur de A exprimée 
par l'abscisse s. La courbe dont les coordonnées courantes sont z 
et - 2/,z représentera de même la loi de probabilité moyenne des 
valeurs de A, relative à la série des a épreuves; l'intégrale f J.zdz 
étant l'unité, l'aire totale de cette coui'be, depuis z ^d jusqu'à » = é, 
, sera 8\»ssi l'unité; et si l'on appelle Ç l'abcisse de son centre de gra- 
vité, ,'Oiiaura 

en sorte que cette abscisse est la quantité A- vers laquelle converge, 
dans tous les cas, la movenne des valeurs de A. Cette quantité sera 
zéro toutes les fois que par la nature de la chose A, ses valeur 
égales et de signes contraires seront également probables dans chaque 
épreuve, c'est-à-dire lorsque l'on aura_/i ( — z) =J'„z, pour toutes 
les valeurs de n et de s. 

La constante k devra être une quanlilé positive, pour que les li- 
mites de - çoieut réelles. C'est aussi ce que l'on peut facilement véri- 
fier. En effet , d'après ce que h, représente , et parce que / f,^dz' = i , 
on peut écrire 

■ 2k, = f z*f,zdz.j f^z'dz' — j zf^zdz.j z'J^z'di', 
ou, ce qui est la même chose, 

aAn =^T r (2- — zz')f^zf^eizdz' , 
ou bieu CDCore 



.> 
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de qui donne, en ajoutant ces deux dernières équations, 

Or, 'Cette valeur de 4^. est évidemment positive , et ne peut pasvbn 
plus être nulle , puisque tous les éléments de Tintégrale double sont 
positifs ; pài^ conséquent , il en sera de même à l'égard de lasomme ZA. 
et de A. ' 

Le cas le plus simple est celui d'une égale probabilité de toutes 
les valeurs possibles de A, pendant toute la série des épreuves. Quel 
que soit n^ on aura alors ;, 

• -r 

afinquecette valeurconstantedey^z satisfasse à la condition / fjèclzz=:ï; 
et il en résultera 



Les limites de - dont la prol^ilité est P, seront, en conséquence, 

et se réduiront à rp -7=., lorsqu'on aura a :;= — 6. En prenant, par 

exemple (n* 8^),. 

u = 0,4765, 

o 

il sera également probable que la moyenne - se trouvera comprise 

b 

en dedans ou en dehors des limites (0,389) "T^-* ^^ ^^ ^^^ a|ui=6oo, 
il y aura un contre un à parier que - ne s'écartera pas de zéro ^ d'une 

quantité plus grande que la fraction -4^2 — Je 6, à très peu près égale 

à (0,0 1 6) ô. 
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Ce cas est celui d'un point M qui doit tomber à chaque épreuve sur 
une droite dont la longueur est nb , et oii l'on suppose toutes les po- 
sitions de M sur cette droite également probables : P est alors la pro- 
babilité que dans un très grand nombre /jl d'épreuves, la distance 
mo]^enne de M au milieu de cette droite n'excédera pas la fraction' 

— ^== de sa demi-longueur b. Si M devait tomber à chaque épreuve 

sur la surface d'un cercle du rayon b, et que l'on supposât également 
probables toutes les distances égales du point M à son centre , il est 
évident que la probabilité^^iz^^ d'une distance z serait proportionnelle 
à z; en la supposant constante pendant les épreuves , et observant que 
toutes les distances possibles seraient comprises entre zéro et b, il fau- 
drait prendre y^ = rj pour satisfaire à la condition j f^zàz = i ; de 
cette manière, on aurait 

3 ' 29 

et P serait la probabilité que dans le nombre fi d'épreuves, la moj^enne 
des distances du point M au centre serait comprise entre les limites 

2Ù UÙ 

m 

(io3). Quoique nous ayons supposé (n* 97) la chose A susceptible de 
toutes les valeurs comprises entre les limites a et 6, mais inégalement 
probables, les formules que nous avons obtenues n'en sont pas moins 
applicables au cas où le nombre de valeurs possibles de A est limité; 
et pour cela, il suffira de considérer comme des fonctions disconti- 
nues , les fonctionsyj 2, f^z ^f^z , etc. , qui expriment les lois de pro- 
babilité des valeurs de A dans les fi épreuves successives. 

Soient, en effet, c,, c., ^s,.. . c,, un nombre v de valeurs de zf 
comprises entre a et i; supposons que la fonction /^z soit nulle 
pour toutes les valeurs de z qui ne sont pas infiniment peu différentes 
de Funp de ces quantités c,, Cg, Cg,, . . c,; en désignant par cT un in- 
finiment petit, supposons aussi qu'on ait 
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de cette manière ^ A o^Hi susceptible que des p valeurs données c« ^ 
^^9 c^f ' • Cf, dont les probabilité respectives seront y^y^t >3y«>, 

à la Ti"** épreuve , et pourront varier d'une épreuve à une autre, c'est- 
à-dire avec le nombre n. Mais l'une de ces valeui^ devant avoir lieu 
certainement à la n'^' épreuve, il faudra que Ton ait 

pour toutes les valeurs den, depuis /z = i jusqu'à nss/jL. Cette somme 
des quantités 7^,» y^f y^f etc. y sera d'ailleurs la valeur de l'intégrale 

/ J^zdz, et cette équation remplace la condition | /^zd!z = i. 

Pour un indice quelconque i, on a identiquement 

fzf,zdz = ciff^zdz -f /(s — c^f.zdz, 

fz^fuzdz = Ci^ff^zdz -f- 2C|/(z — C|)/,rJ2 +/(i& — c^YJ^zàz. 

Si l'on prend ces intégrales entre les limites C|=f: cT, celles qui renfer- 
ment le facteur z •— C| sous le signe /^s'évanouiront, puisque entre ces 
limites» ce facteur est infinimept petit, et les autres auront y^ pour va- 
leur. On aura donc 

d'où l'on conclut 

f zf^zdz = y,c, -f- >.c. + y^^ +. . .+ 5. ^ • 

au moyen de quoi les quantités désignées par k et h dans le n"" lOi, de«- 
viendronl 

* 55.. 
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les sommes 2 s'étendaat au nombre fju des^PBuves. Par conséquent^ 
la formule (i3) exprimera la probabilité que la somme s des valeurs 
de A,, dans cette série d'épreuves, sera comprise entre les limites 

/^kzpMl/fihf dans lesquelles on mettra pour k et h les valeurs que 
Ton vient d'écrire ^ et qui seront faciles k calculer, quand les v valeurs 
possibles de A et leurs probabilités respectives serout données pour 
chaque épreuve. 

Si ces probabilités sont constantes et, de plus^ égales entre elles; 

leur valeur commune sera -, et l'on aura simplement 

I » 

Supposons , par exemple , que les valeurs passibles de A soient les six 
numéros marqués sur les faces d'un clé ordinaire, que Ton projette 
successivement un très grand nombre de fois représenté par fjt ; abstrac- 
tion faite dé la petite inégalité qui peut exister entre les chances de 
ces six faces , on aura 

^v=:C, c, = 1, c^=^2, €3=5, c^ = 4j ^5 = 5, Ce =6; 
d'où il résultera 

yg _ ^ , /ï — ^^, 

en sorte que la formule (1 3) exprimera la probabilité que la somme s 
des numéros qu'on amènera dans les f/. épreuves successives, sera com- 
prise entre les limites 

En prenant a =0,4765 et fjL =2 1 00 ^ il sera également probable que 
dans 100 épj^euves, la soniià^ s sera comprise en dedans ou en de- 
hors des limites 35o qp 1 1 ,5. •. 

(1 04). Maintenant considérons, corume dans le n* Sa, un événement E 
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d'une nature que1conc{iie, dont l'arrivée puisse être due à un nombre v de 
causes distinctes , qui s'excluent mutuellement et qui sont les seules 
pjssibles. Appelons ces causes C, , C, , C3 , . . .C, ; soient c, la chance que 
la cause C| donnera à l'arrivée deE, quaud ce sera cette cause qar inter^ 
viendra y et ^1 la probabilité de son intevvention. La chance de E pourra 
varier, en conséquence, d'une épreuve à une autre : ce sera une chose ^ 

susceptible de y valeurs différentes, c^, c., C3, . , . c», dont les pro*- 
habilités respectives seront y^, 5/,, y^, .. . y^, et demeureront 'les 
mêmes tant que les causes G,, C^, C3, • • . Cy, ne changeront pas. En 
prenant donc cette chance pour A , il y aura la probabilité P, donnée 
par la formule (i3), que sa valeur moyenne, dans un très grand nom* 

'^re fjL d'épreuves, sera comprise entre les limites â qp — ^-^, où I'oa 

jmettra pour A* et //, leurs premières valeurs du numéro précédent, ap- 
pliquéesaucasoùlesquanlitésCj, t?a,Cs,elc.,^,,j.., ^3, etc., demeurent 
constantes pendantles épreuves; ce qui changera ces valeurs en celles-ci : 

et les rend, comme on voit, indépendantes du nomhie ^t, quels que 
soient d'ailleurs le nombre et Tinégalilé des quantités qu'elles renfer- 
ment. Et comme on peut donner a u une valeur peu considérable, # 
qui rende la probabilité P très approchante de la certitude, il s'ensuit ^ 
que la moyenne des chances de E qui auront lieu pendant la série * 
d'épreuves, différera probablement très peu de la somme des v pro- 
duits >»c,, >t^., etc., dont elle s'approchera indéfiniment à mesure • 
que le nombre p augmentera encore d'avantagoj ce qui est la seconde 
des deux propositions générales du n" Sa, qui nous cestait à déniQu- * 
trer. 

Dans deux séries composées de très grands nombres (jl et fi d'épreuves, 
si Ton représente par m et W les nombres de fois que l'événemeol E ar- 
rivera, les rapports — et -7 s'écarteront probablement fort peu (n^oô) ^ * 

des chances moyennes de E dans ces deuic séries; il est donc aussi 
très probable qu'ils différeront très peu de la-^hileur précédente de k, 
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et^ par consëquent, Tan de l'antre^ puisque cette valeur de k seracom^ 
niune aux deux séries d'épreuves, si » toutes les causes C, , C^, C3 , etc., 
n'ont pas changé dans l'intervalle. Mais quelle sera la probabilité d'une 



m . m 



petite différence donnée entre ces rapports — et -r ? C'est une question 

importante dont nous nous occuperons dans un des numéros sui- 
vants. 

(io5). Dans la plupart des questions auxquelles la formule (i5) est 
applicable, la loi de probabilité des valeurs de A est inconnue , et, 
par conséquent, les quantités k et h, contenues dans les limites de 
la valeur moyenne de A, ne peuvent se déterminer à priori. Mais au 
moyen des valeurs de A observées dans une longue série d'épreuves, 
on pourra éliminer les inconnues que renfermeraient les limites dé 
sa valeur moyenne , dans d'autres séries également composées d'un 
grand nombre d épreuves, et pour lesquelles les diverses causes qui 
peuvent amener toutes les valeurs possibles de A, sont les mêmes 
que pour la série dont on aura employé les résultats, en entendant 
par de mêmes causes, celles qui donnent la même chance à chacune 
de ces valeurs , et qui ont elles-mêmes une égale probabilité. La sor 
lution complète de ce problème est l'objet des calculs suivants. 

Je fais c:=z€ dans la formule (12); il en résulte 

P= - r°^e-*'sin(fA A:a:)y+— r e-^^ sin( aijc — M«^)j 
^ C'^e-^' cos(iikx)d^dd+—^y= r'^e-^'cosCaix— /*A:x)fl*rf9, 

wh YfêhJ o vh y fthJ o 

pour la probabilité que la somme s des/t valeurs de A sera comprise 
entre zéro et 2€. On en conclut que la différentielle de P par rapport 
à €, savoir : 

^di=— r^-^' cos(a£x-/*Âa:) ^ ^ f V»' sin (aéor-^fcc) xfl-rfe , 

dt w J o ^ xh y fithJ © 



• 



exprimera la probabilité infiniment petite que s aura précisément jac 
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pou^ valeur. Je fais aussi 

je désigne par ^&lrd9 la valeur corrrespondante <ïe ^ rfc, dans laquelle 
jl5 néglige les quantité de l'ordre de petitesse de -, ce qui permettra d'y 
i-éduire x au premier terme -^ de sa valeur en série (n* 101); il vient 

csrrfc;=^r"e-«-cos(2i^6>/« ^^^ r''e-«-sin(ai;fl)ô»^, 

et à cause de 

r* e-«-sin(ap8)fl^ift = ^ V^^ (5^ ~ 4'«^)^*" . 



cette valeur de ng^iP prendra la forme 



W.= -i=(.--Lv)e-^-rf., 



V désignant un polynôme qui ne contient que des puissances impaires 
de p, et qui nlnfluera pas^ quel qu'il soit d'ailleurs, sur le résultat de 
nos calculs. Cette expression de nardi^ sera donc la probabilité de la 
somme s égale à la valeur précédente de 2i, ou bien en divisant, par fA, 
ce sera la probabilité de l'équation 



- f 



1* Vi* 

dans laquelle v est une quantité positive ou négative , mais très petite 

par rapport à Vf** 

J'appellerai maintenant C,, €«, €3. • • Cf , toutes les causes, connues 
ou iooonnues^ qui s'excluent. mutuellement, et qui peuvent donner 
à A une des valeurs dont cette chose est susceptible $ et je désignerai 
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■ ■ 

jDar 5^,, 5/,, ^3,. . .j/^, leurs probabilités respectives, dont l»^soiBine 

sera égale à l'unité, et dont chacune aurait une valeur infiniaient pe- 
tite, si le nombre de ces causes possibles était infini. Ijes valeurs pos- 
sibles de A étant toutes celles qui sont comprises entremet Z>, et, con- 
séquemmeut, en nombre infini, la chance de chacune d'elles, provenant 
de chacune de ces causes, sera infiniment petite. Je représenterai 

par Tj^z la chance que Q donnerait, si cette cause était certaine, à la. 

/h 
zfj^zdzy relative à la w'*"' épreuve, sera 

donc une chose susceptible des v valeurs / zL^dzJ zZ^dzy..l zTà^dZf 

dont les probabilités seront celles des causes correspondantes; en sorte 
(]ue ^1 exprimera , a une épreuve quelconque, la chance de la valeur 

/ zlifiz. Par conséquent, la probabilité infiniment petite d'une valeur 

de la moyenne- 2/ zf^zdz^ se déterminera par la règle précédente, 

qui convient à la moyenne - des valeurs d'une chbse quelconque, dans 
un très grand nombre ac d'épreuves : s sera alors la somme xles fx va- 
leurs inconnues de / zf^zdZf qui auront lieu dans cette série d'é- 
preuves, et Jes quantités qu'on devra prendre pour A: et A, se déter- 
mineront' d'après les V valeurs possibles de cette intégrale, 

ph fh ph 

Or, en prenant cies v valeurs / zli^dz^ f zZ^dZj... J zZ^dz, 

pour celles que l'on a désignées par c., c.,«-« • Cy , dans le n* io7, 
et faisant , pour abréger, 

y = SytJ^^zZtdz, ^ = ^ Sy, ( y^ zZ^zy — 1 ^ Sj^, ^^ rZ/fe)* , 

où la caractéristique S indique une somme qui s'étend à tous les in- 
dices i depuis/ = i jusqu'à z=s ^ , ce sont, d après les formules de ce 
numéro , les quantités yei€, indépendantes de /a ,qu'il faudra prendre 
pour k et A. Si donc on désigne par i^, une quantité positive on nér 
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gative, très petite par rapport à Vac; que V^ soit un polynôme qui ne 
contienne que des puissances impaires de p^; et que l'on fasse 



^ du s= — 1 I — ^ — Vie *'*cfp 



cet infiniment petit ^^du^ sera la probabilité de l'équation 



■-:f:.f^.^y+'^j. 



En considérant de même la quantité 

comme une chose susceptible des v valeurs correspondantes aux causes 
C, , Cft,...C;, et dont les probabilités, à chaque épreuve, seront 
celles de ces causes mêmes; désignant par v,^ une quantité positive ou 

négative , telle que 1q rapport -^ soit une très petite fraction , et par 

V^^ un polynôme qui ne contienne que des puissances impaires de u,^ ; 
faisant ensuite 

et, pour abréger, 

cette expression de ^f/du^^ sera la probabilité que la moyenne des /x va- 
leurs de la quantité dont il s'agit^ savoir : 

ne différera de et que d'une quantité déteril)^ée , de l'ordre de peli- 

56 



«. 

^ 
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tesse de -7= , et qu'il nous sera inutile de connaître. D'ailleurs cette 

moyenne n'est autre chose que la quantité A du n" 10 1 ; si donc on né- 
glige les quantités de l'ordre de -, il suffira de mettre et au lieu de h, 

dans le second terme de la valeur précédente de - , qui est déjà de For- 

dre de — -= : de cette manière, on aura 

m 



— f 



et la probabilité de cette équation serait encore ^dif, si la valeur de h 
que l'on a employée était certaine. Mais cette valeur n ayant qu'une 
probabilité ^,fiv^^ , dépendante de la variable v^ qui n'entre pas dans 

la valeur de-, il s'ensuit que la probabilité de celle-ci aura pour ex* 

pression complète , le produit de ^oiiv et de la somme des valeurs 
de ^tfi^n 9 correspondantes à toutes celles que Ton peut donner à v^^. 

Or , quoique ces valeurs doivent être très petites par rapport à vVc , on 
pourra néanmoins , à raison de l'exponentielle e""*'«" facteur de ^f/is^nf 
étendre l'intégrale de ^,fiv^^ sans l'altérer sensiblement , depuis 
('^s:— 00 jusqu'à sff^ =00; la partie dépendante de V^^ disparaîtra 
comme étant composée d'éléments, deux à deux égaux et de signes 

contraires; et l'on aura simplement / ^rfp =: i. Par conséquent, 

la probabilité de l'équation précédente sera toujours nsrdv, comme si 
la valeur approchée de h dont on a fait usage, eût été certaine. 

On peut aussi remarquer que la moyenne -2 / zf^zdz n'est autre 

que la quantité k du n^ 10 ij l'expression de n^^ds^^ est donc la probabi* 
lité que la valeur de cette quantité sera 
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donc en substituant cette valeur dans celle de -• ce qui donne 

la probabilité de cette dernière équation^ pour chaque couple de va- 
leurs de V etv^f sera le produit de tmdv et nar,di',, que je représenterai 
par cr , de sorte qu'on ait 

«r = i [i- ^ (V+V,)] e-^-'A d^^^, 

en négligeant le'terme qui aurait fi pour diviseur. 

Désignons par 6 une variable positive ou négative, très petite, 

comme v ei v^, par rapport à \^; on pourra faire 



et si Ton veut remplacer v^ par cette nouvelle variable, dans la formule 
différentielle précédente , il y faudra mettre , au lieu de t^^ et di^^ , les 
valeurs 

ce qui la changera en celle-ci 

dans laquelle T est un polynôme provenant de Y et Y^^ et dont chaque ' 
. terme contient une puissance impaire de ^ ou de fl. L'équation 



= 5,^_r^_, (.4) 
ne renfermant plus que la variable , il s'ensuit que sa probabilité 
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totale sera la somme des valeurs de <t , relative à toutes les valeurs 
positives ou négatives que Ton peut donner à l'autre variable v. De 

plus, à raison de l'exponentielle que renferme l'expression de O", il 
sera permis d'étendre cette intégrale , sans en altérer sensiblement la 
valeur, depuis s> = — oo jusqu'à v z= ce , Alors, en faisant 

i'V/r+i <v^*_û di'\/r+i _ j^ 

et désignant par* T', ce que T deviendra en fonction de ô et 9^ , nous 
aurons 

les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable 6, seront encore 
±00 ; en représentant donc par y\d^ sa valeur infiniment petite, il en . 
résultera 

pour la probabilité de l'équation (i4); ® étant un poljnome qui ne 
contient que des puissances impaires de Q. 

Il s'agira actuelleipent d'éliminer l'inconnue et'^Cde cette équa- 
tion (i4)> ce qui sera possible, comme on va le voir, parce que l'ex- 
pression de a + ^ se réduit à 

a -f- € = i Syt I z*Zidz — - ( Sy^ j zZ^zj , 

et se trouve indépendante de la somme Sy^ f j zZ^zj , qui était cou* 
tenue dans chacune des quantités et et €, 

(io6). En appliquant à - / z\f^zdz le même raisonnement qu'à 
cette quantité diminuée, comme dans le numéro précédent, de 
" V / 'î/»^'^ J >^^ désignant par - ^ sa valeur moyenne, de sorte 
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qu'où ait 

- 1 fz*f,zdz =. (p , 

il V aura la proRoilité v^^^i'^ que - S^i / z*Zc/z ne différera de p, que 
d'une quantité déterminée et de Tordre de petitesse de —...Déplus, en 

négligeant toujours les termes qui ont - pour diviseur, on verra aussi, 
comme dans ce numéro, qu'il sera permis d^employer, dans 1 équa- 
tion {i^)f- <P ^^ lieu de cette partie- Sy^ I z*Zjûk de la valeur précé- 

dente de a -4* ^9 ^^^^ ^en changer a la probabilité y\^ de cette équa- 
tion. L'autre partie de la valeur de a -4* € étant exactement la 
quantité ^ >*, on aura donc 

au moyen de quoi l'équation (14) deviendra d abord 



Cela posé, soit Z une fonction donnée de z. L'analyse des n** 97 et i o i , 
etpar suite, l'expression de nsrdu du numéro précédent, s'étendront sans 
difiBcuIté à la somm#des valeurs de Z qui auront lieu dans les /i 
épreuves que nous considérons. U suffira de prendre au lieu de A , 
une autre chose Â^ dont les valeurs soient celles de cette fonction Z. La 
probabilité infiniment petite d'une valeur quelconque de Â^ sera la 
même que celle de la valeur correspondante de z, et s'exprimera, en 
conséquence, pàv/i^zdz à la n^* épreuve; et si l'on désigne par k^ , //^, 
g^j etc., ce que deviennent relativement à A^, les quantités A:, A, 
g, etc. , du n* 1 01 , qui se rapportent à A ^ on- aura *» 

^ = :Lf'zf,zdz, i^h,= 2 [ f'z%zdz— ( f'zfMzj'^ , etc. 
Donc, en appelant $,% la somme des /a valeurs de A^ qui auront lieu 
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dans la série d'épreuveSi rinfiniment petit ^di^ sera la probabilité qoe 
Ton aura précisément 

Maintenant, si nous faisons Z = z^, nous aurons 




A, = ^ 2 f\'f,fidz = p 



au degré d'approxinaation où nous nous arrêtons, on pourra donc 

prendre > pour la valeur de ^, dans l'expression précédente de -; et l'on 

s'assurera, comme dans le numéro précédent, que la probabilité de ^ 
cette expression ne changera pas; en sorte que y\d9 sera toujours la 
probabilité infiniment petite de l'équation 



ou de celle-ci , 






qui se déduit de la précédente, en négligeant toujours les quantités de 
Tordre de petitesse de -• 

Je représente par A. la valeur de A qui a eu ou qui aura lieu à la 
w'^"" épreuve; et je fais, pour abréger, 

-2A. = A, -2(A. — A)- = {l\ 
On aura identiquement 
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ao moyen de quoi , l'équation précédente deviendra 

Or , on conclut de là qae si Ton désigne par u une quantité positive et 
donnée * l'intégrale de la probabilité vidè de cette équation , prise de- 
puis â=tt jusqu'à â=— -£i^ exprimera la probabilité que la valeur 

de - tombera entre les limites 

ul 

■ 

En appelant F cette dernière probabilité , et ayant égard à l'expression 
de mUA , on aura 



•/• 



et comme O est un polynôme qui ne contient que des puissances im- 
paires de 6 , la seconde intégrale sera nulle , et l'on aura simplement 






résultat qui coïncide avec la probabilité F donnée par la for- 
mule (i5). 

Ainsi, cette formule exprime la probabilité que les limites qp -^, 

qui ne renferment plus rien d'inconnu après les épreuves^ comprendront 

la différence entre la moyenne - des valeurs de A et la quantité spéciale 

y^ dont cette moyenne approche indéfiniment, et qu'elle atteindir^it 
si ft devenait infini, sans que les causes Q, , C^^ Q,. . • C, , des valeurs 
possibles de A changeassent jamais. 

(107). Supposons actuellement que Ton fasse deux séries d'un 
grand nombre d'épreuves, qui sera représenté par (jl dans Tune de ces 
séries et par pi dans Tautre. Soient s et s' les sommes des valeurs de A 
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dans ces deux séries ; soient aussi X, et A', les valeurs de A qui aniout 
ou qui ont eu lieu à la n""" épreuve ; et faisons 

-2A. = A, '2 (A. — A)* = ^J', 

-LsA'.^A', i2 (A'.- x'/ = K'; 

les sommes 2 s étendant à toutes les épreuves de chaque série , c'est- 
à-dire, les deux premières depuis n= i jusqu'à /i = jtt, et les deux der- 
"^ nières depuis w= i jusqu'à nz=:p! . Si les causes C. , Q, Cj, . . . C, , ne 
changent pas d'une série d'épreuves à l'autre, la quantité y du n* io5 
ne changera pas non plus ; en désignant alors par â et 6' des variables 

positives ou négatives , mais très petites par rapport à vV et \/fe', les 
équations relatives aux valeurs moyennes de A dans ces deux séries , 
seront 

et leurs probabilités respective» >îrf6 et y\'d^' auront pour expres- 
sions 

© et & étant des polynômes qui n^ contiennent que des puissances 
impaires de fl et 9'. De plus, si les séries se composent d'épreuves difiTé- 

s s* 

rentes, on pourra considérer ces valeurs de - et -7 comme des évé- 

nements indépendants l'un de l'autre j et par la règle du n^ 5, la pro- 
babilité de leur arrivée simultanée sera le produit de ndA et vfd^. Ce 
sera aussi la prol)abilité d'une combinaison quelconque des deux 
équations (i5), et, par €;;^emple, de l'équation que l'on obtient en les 
retranchant l'une de l'autre , savoir : 

/ _ j _ ^ êl^ 

Ainsi, en désirant par 4 le produit >i»)'^&/â', et négligeant le ferme 
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qui aimit ^^' -pov dSmaisvt , nom «oÈeoaB 



pour la probabilité 4a l'âpiatiim prrfGédente, relativemeDt à chaque 
wofie de valeiirs de et d'. 
Fmf saivre ici, la même marche que dans le n"" io5y je fids 

ce qui change cette équation en oelle*ci : 

Je remplace 6 dans 4' P^ ^^ nouvelle variable < ; et pour cela , 
je £ûs 



d'où il 






t diaqne terme renferme une pi 
raknir dç - —-7 ne renfiermant 



y«riid)le < , flk'ptobebflitë aeM IMnt^rale de 4 étendue à tdiftei les t«<- 
lenis que l'oii popm dponerà l'autre variaUe 6; et k cause de l'eKpo- 
nentidle contenue dans 4» **^^ intégrale pourra s'étendre, sans en 
attéttr semnblement la t^ilénir, depuis 9s=s — 00 jusqu'à 0ss oè^En fiû- 



9. 



u: iïH >ck^ 



et désignant par n' ce qjm njdemndr«> noiii aflumB 

les' Umites de l'îutdgrale rehiive à i^ seront enoora ^ as qp od j et si r< 
représente par Çdt la probabilité infiniment petite de la valeur préeé-» 

dente de ^ — -, on aura '^ 



T étant un polynôme qui ne contient que déis puissances impaires de t. 
Enfin, si nous représentons par u une quantité positive et donnée, et 

par A la probabilité que cette différence -7 tombera entre les li« 

mites 

r 



nous aurons 



ce qui coïncide avec la valeur de P donnée par la formule (iS). Par 
conséquent, cette quantité F est la probabilité que la différence entre 
les valeurs moyennes do A dm$ deux loogues séries d'^>reuveS| tom^- 
bera entre ces limites qui nç contiennent rien d^inconnu. 

Après avoir pris pour u une valeur suffisante pour rendre ceUe de P 
tris pett 4ifféreiile de Tunitéf si Yqbw^^ikm éfmw. pour c^tte dî£^ 

reuee-7«— -, une quantité qui tombe en dehors des limites préeé-. 

deiftea, on sera fioudé a en conduis, que 1^ causes Ç|, Qy Ç^^. * r.C« t 
des valeurs possibles de A, ne sont pas restées les mêmes dans l^^;rr 
yalle des deux séries d'épreuves, c'est-à«dire qu'il sera survenu quelque 
cbangement , soit dans leaprobalnlités >i , y», 7^1 9 • • •>? ^ de ces causes , 
soit dans les chances quelles donnent aux différentes valeurs de A. 
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D'après ije qu'on a tu dans le numéro préoédent p chacune des qtian- 
l et l' devra difierer très prdMJ>lenient fort peu d'une même quan- 
tité 2 ^ùT+ip inconnue et la même dans les deux séries d'épreuves ; îl 
est donc aussi très probable que les quantités letF différeront très peu 
l'une de l'autre ; et sans changer sensiblement , ni la grandeur de^ li- 
mites précédentes, ni leur probabilité, on y pourra faire T = /. Dans 
une série d'épreuves futures, il y aura donc la probabilité P, donnée 

par la formule (i5), que la moyenne -7 des valeurs de A , tombera en- 
tre les limites 

qui ne dépendent, pour chaque valeur dpnnée de u, que des résultats 
de la première série d'épreuves déjà faites. 

Pour une même valeur de Uj c'est-à-dire à égal degré de proba- 
bilité , on voit que l'amplitude de ces limites est plus grande que celle 

des limites de la diflférence y — ^, dans le rapport de %/;*■+■ A*' ^^Pf 

et que ces deux amplitudes coïncident à très peu près^ lorsque fif est 
un très grand nombre par rapport au très grand nombre fu 

(108) «Si les deux séries de [i et (jf épreuves ont pour objet la mesure d'une 
même chose, et sont .faites avec des instruments différents, pour chacun 
desquels les erreurs égales et contraires soient également probables; les 



- -' 



s "s 

valeurs moyennes - et -7-, résultantes de ces deux séries, couver- 

geront indéfiniment vers une même quantité qui sera la véritable va- 
leur de A ( n* 6o). Dans ce cas, l'inconnue y sera donc la même pour 

les deux séries d'observations, et les moyennes - et -r différeront très 

probablement fort peu l'une de l'autre; mais, pour ces deux. séries, 
l'inconnue « -1*^ pourra être très différente; ce qui Rendra ti^ iné- 
gales les quantités / et t. Les valeurs de ces quantités étant connues , 
oi| peut demander quelle est la manière la plus avantageuse de com- 
biner les moyennes - et -Tr pour en déduire les limites de }^, ou de 
la véritable valeur de A» 
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Poor tioiiTer cette cainbhiaîsoD^ je daigne par g et g^ 4bs quantités 
iodéterminées dont la somme soit Tunitéi et f ajonte les équations (i5), 
après avoir multiplié la première par g et la seconde par ^, ce qui 
donne 

^ ^ f^'^ li 1/;; v/ç?' 

équation dont la probabilité est égale à 4^ , d'après ce qu'on a dit plus 
haut, pour tous les couples de valeurs de â et fl^ Or, par un calcul 
semblable à celui qu'on vient d'effectuer, ou, en conclura que la 
quantité P, donnée par la formule (i5)y exprimera la probabilité que 
la valeur inconnue de y soit comprise entre les limites 

Si donc on veut que pour une même probaUlité F, c'est-à-dire , pour 
chaque valeur donnée de u^ l'amplitude de ces limites, soit la plus pe- 
tite qu'il est possible, il faudra déterminer g et g' en égalant à sséro la 
différentielle du coeflSicient de ii, par rapport à ces quantités : à cause 
deg-j-g^^i et€;^'s=s — %, on en déduira 

et les limites les plus étroites de y seront celles-ci 

rfê^ /y^ \^rm + i^t$'^ 

' • 

dont la formule (i 5) exprimera toujours la probabilité. 

On peut facilement généraliser ce réfcdtat, et l'étendre à un nombre 
quelconque de séries d'un grand nombre d'observations, fidtes avec 
des instruments différents pour mesurer une même chose A . Les trois 
quantités fi, 5, /, répondant k la première série, si l'on désigne les 
qaatitités analogues par f^' , s', l\ dans la seconde série ; par fi\ s"p t'. 
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dans la troisième; etc.; et si Yoû fait, d'abord 

î + r, + jl + etc. =:DS 
et ensuite 

' ^ ^ a -£-- ^ a' -i£îL. — a" etc 

la fommle (i3) exprimera la probabilité que la valeur inconnae de A 
est comprise entre les limites 






résultantes de la combinaison la plus avantageuse des observations. 
Et comme on pourra rendre cette formule (i3) très peu différente de 
Funité, en prenant pour u un nombre peu considérable^ il s'ensuit 
que la valeur do A différera très probablement fort peu de la somme 

des moyennes - , -> , -if etc., multipliées respectivement parles quan- 

^ ^ ^ 

tités 9, q\ (fp etc. Le résultat de chaque série d'observations influera 
d'autant plus sur cette valeur approchée de A et sur l'ampli- 

tude q= g de ses limites, que celui des quotients ^, p;, p^, etc., qui 

se rapporte à cetf e série , aura une plus grande valeur. 

Lorsque toutes les séries d'observations auront été faites avec un 
même instrument , on pourra les considérer comme une seule série , 
composée d'un nombre d'observations égal à /A'i^/i' + fi"+ etc. Ainsi 
qu'on l'a dit jdus haut, les quantités /, P, f, etc., seront à très peu près 
et très probablement ^des ; en étendant les sommes Z à la série to- 
tale, ou depuis /t:= i jusqu'à /ts=sju-f-A^' +A^' + ctev ^ faisant 

on pourra prendre /. pour la valeur commune de /, f, F y etc.; au 
moyen de qu<n les limites précédentes de l'inconnue y, et dont la 



A 
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formule (i3) exprime la probabilité, deviendront 

s + / ^'s'' + etc. <^i ^ 

;:+7+7? + etc. ^ V^H-/*'4-^'+ctc. ' 

ce qui coïncide avec le résultat du n"* io6, relatif à une seule série 
d'épreuves. 

(log). La question indiquée, à la fin du n* 104 se résoudra par des 
considérations semblables à celles dont on vient de fieiire usage. 

Soit m le nombre de fois que l'événement E, de nature quelconque, 
arrivera dans un très grand nombre /jl d'épreuves. La chance de E va- 
riant d'une épreuve à une autre, soir p^ celle qui aura lieu à la n^*"' 
épreuve. Faisons 

désignons par tf une quantité positive ou négative , mais très petite 

par rapport à \/fi; et représentons par U la probabilité de l'équation 

»■ 

m V ., . 

En négligeant, pour simplifier les calculs, le second terme de la for- 
mule {2) ; ayant égard à ce que représente la quantité A: qu'elle ren- 
ferme ; et y mettant sf au lieu de 6, on aura 

U = ' ô — •'*. 

^ V^a»^ (/> — ?) 

Comme dans le n"" 104, appelons C|, C«, •••€,, toqtçs Us causes 
possibles de Févénement E , qui peuvent être en nombre ifîni oii in- 
fini j >i j >.,••• >f > leurs probabilités respectives; ^,, r», . . . c, , les 
chances qu'elles donnent à l'arrivée de E. En considérant /i. comme 
une choie susceptible de ces y valeurs c., c., . • «c, , dont >■» 7^*1 • • • >* , 
sont les probabilités ; faisant 



F^ 
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et désignant par v^ une variable positive ou négative, très petite par 

rapport à y/fx^ la probabilité infiniment petite que Ton anra précisé- 
ment 

P — ^ -r ^7= f 

sera la quantité nsrjdi^^ du n^" io5, on simplement — ^. e ~"^* dv^, en 

négligeant le second terme de son expresaion. Sk Ton daigne encore 
par v^ une variable très petite par rapport à V^^ il y aura aussi la proba- 
bilité ^i/ii^n de ce même nyméro, ou simplement-^ e — ''«' dv^^y que la 

quantité p — 9 ne différera de r-« p que d'une quantité déterminée, 
proportionnelle à 9^ , et de Tordre de petitesse de -^ ; et Ton verra 

de plus qu'en négligeant les quantités de Tordre de -, on pourra, sans 

altérer la probabilité U de la valeur précédente de — , mettre r-— p au 
lieu de z' — - 9; ce qui changera cette valeur en celle-ci 

D'ailleurs, st Ton fait 

' _ J^ 

il foodfa , pour que m sint un nombre entier , ne prendre pcNur t^ qtifi 
des multii^ pontib oa négaCHs de ^, qui devront, en outre, être très 
petits par rapport à /»• 

Cela posé, j'ajoute les valeurs précâlentes de p et — ; ce qui donne 
ëquatioa dont la probabilité, pour chaque Couple de valeum-de v et r.,. 
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sera le produit de U et de -^ er^*dv^ que je repr^nterai par € et 

qui aura pour valeur 

en mettant r — - p au lieu de p — 9 dans l'expression de U. Je £ads 



il en résulte 

m , 11/ ar — ar* 

d'où l'on tire 



r+^ -= , 



m ll/am(^— m) 

en n^ligeant les termes de Tordre de petitesse de -. On aura^ en 
même temps, 

[y (r— r») -f aog |/(rT») (r — ^J - ♦■ S» (r — r») ] 



ir V f — 



€=-v-^e 



en ayant égard à ce que J" représente. Mais ^expression de r ne ren- 
fermant pas p,ssL probabilité en *est aussi indépendante ; elle est égale 
}\ la somme des vsdeurs de c correspondantes à toutes celles que Ton peut 
donner ki^, et qui doivent croître par des différences égales à J", dont 
p est un multiple ; à cause de la petitesse de J^ , on obtiendra une va- 
leur approchée de cette somm^en mettant dç au lieujde J" dans $, et 
remplaçant la somme par une intégrale : cette valeur sera exacte aux 

quantités près de l'ordre de J^ ou de -^ Quoique la variable v doive 

être une très petite quantité par rapport à ^^, on pourra , à raison 
de l'exponentielle contenue dans c, étendre l'intégrale , sans en altérer 
sensiblement la valeur i depuis (; s= — - 00 jusqu'à pssco. Alors, si 
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l'on £ait 



les limites de Tiatégrale relative à 6^ seront aussi =b oo ; et en désignant 
ipSLvÇdd la probabilité infiniment petite de l'expression de r, on aura 

rS = ^ e-«* r^ e-V ^, = 4= e-«- dd. 

m 

Donc u étant une quantité positive et donnée, la probabilité que la 
valeur inconnue de r tombera entre les limites 

T^ 77^ * 

coïncidera avec la quantité F donnée par la formule ( 1 3) , puisque 
cette probabilité sera 

Ainsi , F est la probabilité que la quantité spéciale r dont s'approche 
indéfiniment le rapport —, à mesure que le grand nombre fx aug- 
mente encore davantage , ne diffère de ce rapport que d'une quantité 
comprise en les limites 

iii/amC/M — m) 
=F 77= ' 

qui ne contiennent rien d'inconnu. 

Dans une seconde série composée d'un très gri^nd nombre yi d'é- 
preuves , soit m' le nombre de fois que l'événement E arrivera. En 
désignant par ^ une variable positive ou négative, mais très petite 
par rapport à V^jct', la probabilité infiniment petite de l'équation 

m' ¥ t/a/n' (/»' — m^) 
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sera — ^=: e"*^' d^ ; celle de l'équation 

que Ton obtieQt en retrancbaat cette valeur dç r, de la précédente» sera 
donc le produit de -^ c^'* rfÔ' et de —7=. e"^* dd pour tous les couples 

de valeurs de et fi'; et si Ton fait d'abord 

^__ \/iJiiP (j,' — m') +"/»2^ {f* — m) ^ 
et ensuite 



^ y/^m'^'—m) fi y/fun' (/— m') ' 

c'est-à-^irç^ si Yon remplace d'abord la variable 0' par t saos changer 9^ 
et ensuite par ^sans changer t^ cette probabilité de Téquation pré- 
eédente devieadri^ 



Cette équation devenant, en même temps » 

i' m i y^gjL^m' {ft — mp -4- yé^m {fi — m) 



m 



çt ne cQQteq^nt plus ç^ U varij44^ ^» sa pit^babiHîté totale 8ei>t Vio^ 
tégrale relativie ^ ^' die QStte ei^pres^ioQ cliQërentiellje;. intégrale qm^ 
Ton pourra étendre > sans en altérer sensiblement la valeur, depuis 

t'as:— 00 juiquà ^ =«: oo ^ ce qui dpnnçra -^ e-*' dt ; d'où l'on 
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conclura enfin que -^ /_ e— '* dt, ou la quantité' P donnée par la 

formule (i3)^ exprimera la probabilité que la différence -^ est 

comprise entre les limites 



u Vixi^WL (/t^— m^) + ^fi^m (^ — m) 



dans lesquelles u sera une quantité positive et donnée, et qui ne 
contiennent que des nombres connus. 

Ces limites coïncident avec celles que nous avonà tirbuVées dans le 
n* 87, d'une manière beancoup plus simple, mais pour le cas Seu- 
lement où la chance de révénemént E est constante et la même daïïs 
les deux séries d'épreuves. Toutefois la formule (:24) ^^ ^ ntkméto 

contient un teroie de l'ordre de -7- ou -7^, qui ne se trouve pas 

VA* Vf»' 

dans la formule (i5); ce qui tient à ce que, dans le calcul que nous 
venons de faire , nous avons négligé les termes des {^rol^abilités que 
nous avons considérées, qui seraient de cet ordre de petitesse. 

(i lo). Je se me propose pas de traiter, daa6 cet ouvriige, le$ nooir 
breuses questions auxquelles on peut appliquer les fi>r0inles piP^cé^ 
dentés, et dont les principales ont été indiquées dans le n* 60 et les 
suivants (^). Je me bornerai à prendre pour exemple de ces applica- 
tions ^ une question connue qui se rapporte aux orbites des planètes et 
des comètes. 

Dans les quantités qui ont été désignées précédemment par r et r 
(n*9^, si nous faisons 



A = g; > = A^ — c, c— « = 3g:a, c4.€ = agff, 



\*) Je puis encore indiquer la probabilité du tir à la cible , qûte j\ii considëkr^ 
dans un mémoire écrit avant cet ouvrage j et qui paraîtra dans le prochain nu- 
méro du Mémorial de rartiUerie, 
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nous aurons 






JlZl(^__a-«)/. =p îli^lZlilJ.— (^5-*)"=*= etc., 

-i-r,= =b(/t-er=F)t*(/*-i-e)'' 

=*=^tS^ (^~ ^- ^^ =T= ^-^Tl.r' (A*-5-g)''=fc etc., 

OÙ Ton prendra le signe supérieur ou le signe inférieur- de chaque 
terme, selon que la quantité qui s y trouve élevée à la puissance /ul 
$era, positive ou négative. Cela étant, en représentant dans ces deux 
formules, par S et T les sommes des termes qui devront être pris 
avec leurs sigaes supérieurs, et par S^ et T^les sommes de ceux qu'on 
devra prendre avec leurs signes inférieurs, on aura donc 

nais quelle que sôit la quantité J^, on a, d'après une formule copnne 
et facile k vérifier, 

_ ^.>.-,.^--, (/*--'5~'^/.H- etc. =>'•-; 

si donc on fait successivement J" z=zet et cT = f , on aura aussi 

.SH-S, = 2'^', T-f-T^rsa"-;... 
d'où il résultera 
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ce qui changera la formule (lo) en celle-ci 

I .2.3. . •fl 

Or, en changeant les signes des quantités élevées à la païasus j. 
les termes de S^ et T^, ce qui les rendra toutes positiTcs. ^ ^mu^ 
que l'on change aussi ou que Ton ne change pas les dsitSr jir :s: 
termes, selon que le nombre /jl sera impair ou pair; et ca zuri— «-rii- 
sant ensuite Tordre de ces termes dont le pombre est Ézi . m -^'srz, 
aisément que cette expression de P deviendra 







formule qui coïncide avec celle que Laplace a trouvée (*), d* 
autre manière, pour le même objet. 

Elle exprimera la probabilité que , dans un nombre 
d'épreuves, la somme des valeurs d'une chose A seracoonrite, 
les quantités 2ûLg et 2%, en supposant que toutes les 
soient également possibles depuis zéro jusqu'à :^g, et i 
dehors de ces limites. On y prolongera chacune des dcsy 
la composent jusqu'au terme où la quantité élevée k la 
cessera d'être positive; en sorte que si n représente le 
nombre entier contenu dans € ^ la première partie de c 
s'arrêtera au n -f- i*^' terme ou auparavant, selon 
IJL> 71 ou fA ^ n; et il en sera de même à l'égard delà 
si n est le plus grand nombre entier contenu dans $. 

Gela posé, quelle que soit la cause qui a déterminé la 







(^ Théorie analytique des probabilités , page 257. 
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probabilité que, dans cette hypothèse, la somme des inclinaisons des 
dix planètes connues, et difieixntes de la Terre, a du être comprise 
entre des limites données, par exemple, entre zéro et go*". En prenant 
une inclinaison planétaire pour la chose A à laquelle répond la for- 
mule (f6), il faudra sypposer Tintervalle ^g des valeurs possibles 
de Â, égal à 90*, et faire, dans cette formule, «(=0, ^= i, 
/t s= 10, ce qui la réduira à 



P = 



i.2.3.4«5.6.7.8.9. 10* 



Cette fraction étant à peu près un quart de millionième , il s'ensuit 
qu'une somme d'inclinaisons moindre qu'an angle droit, serait tout-à- 
fait invraisemblable, et qu'on peut regarder comme hors de doute que 
cette somme aurait du surpasser 90*** Or, au contraire , elle ne s'élève 
actuellement qu'à environ 82*,* et comme elle n'éprouve que de très 
petites variations périodiques, il en résulte que l'hypothèse d'une égale 
probabilité des inclinaisons de tous les degrés, à l'époque de la forma«> 
tion des planètes, est inadmissible, et qu'il n'y a aucun doute que la 
cause qaelcoiique de cette formation a dû ^ndre les plus petites incli- 
naisons beaucoup plus probables que les autres. Les inclinaisons pla-^ 
nétaires sont considérées ici indépendamment de la direction du mou* 
vement des planètes» dans le sens ou en sens contraire du mouvement 
âe la Terré autour du Soleil; si cesdeut sens avaient été également proba* 
Mes à l'origine, la probabilité que le mouvement des dix planètes 
différentes de la Terre aurait eu lieu dans le sens de son mouvement, se* 
rait la dixième puissance de î; fraction au-dessous d'un millième, ce 
qui rend aussi fort peu probable l'égale chance dés deux directions 
contraires, et montre que la cause inconnue de la fonnàtion des pla- 
nètes a dû rendre fort probable les directions de tous les mouvements 
planétaires dans un même sens. 

Si Ton prend pour A l'excentricité d'une orbite planétaire , et si Ton 
suppose qu'originairement toutes ses valeurs depuis zéro jusqu'à l'u^ 
aité étaient également probables, on déterminera la probabilité que la 
somme des excentricités des planètes connues devait être comprise, par 
exemple,entrezéroetf, en faisant acxso,Cssi,259ftcsii, dans la for- 
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maie (16), ce qui doone 

P= ^ , . à' Q [(1,25)"— ii(o,a5)"l 

1.2.3.4 5 6.7^.9 10. Il L^ ' -^ V^ / J 

Cette probabilité P étant au-dessous de trois millionièmes, il est ex- 
trêmement probaUe, au contraire^ que la somme des 1 1 excenivicités a 
dû surpasser i,a5; mais cette somme, qui n'est soumise qu'à des variations 
périodiques de peu d'étendue, est maintenant un peu moindre que i , 1 5; 
rhypothèse d'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A 
est donc tout-^fait inadmissible ; et il est hors de doutai que la cause 
qqelcau^ue de 1a formatioo df» planètes était telle qu'elle rcDdaît 
beaucoup plus probables, les plus petites excesiUicités, de même, quo 
les plus petites inclinaisons. 

(i i i). Les comètes observées depuis Tan 040 de notre ère, et dont 
les astronomes, ont calculé les élén^nlg paraboliques aussi bien qu'il a 
été possible, sont aujourd'hui au nombre de i38, dont 71 directes el( 
67 rétrogrades. Le peu de différence entre ces deux nombres 71 et 67 
montre déjà que la cause inconnue de la formation des coxnètes.;i ne 
rend pas plus probable leurs mouvements dans un sens que dans le 
sens opposé; là somme des inclinaisons des orbites de ces i$3 oomètes 
sur récliptique s'élève à pi^ de 675^® , c'est-à-dire qu'elle surpasse 
75 angles droits d'à peu pi^s 2* ; pour savoir si elle devrait très peuk 
différer de cette quantité , dans l'hypothèse d'une égale probabilité de 
toutes les inclinaisons possibles depuis zéro jusqu'à 90*^ il faudrait 
donc prendre pour a et 6, dans b formule (16), des nombres peu dif-» 
férents de 7 5 en plus et en moins, ce qui rendrait le calcul numérique 
de cette formule tout«à-fait inexécutable ; par coQsequeut ^^ pour cour 
naître^ 4ans cette npéme hypothèse, la probabilité F que la somme 
des inclinaisons des orbites de toutes les cctoètes observées, doit éira 
comprise entre des- limites données, il faudra recourir à la for-^ 
nuiIe(iS). 

Je suppose donc que la chose A soit l'inclinaison d'une orbite comé- 
taîre sur le plan de Técliptique. Les limites des valeurs possibles de A, 
que l'on a désignées généralement par a et &, étant ah>rs a = ô et 
b = go* , et toutes ces valeucs étant regardées comme égaleneul pro* 
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bables, la formnie ( 1 5) exprimera la probabilité Pjqae la moyenne d'un 
grand nombre (i d'inclinaisons observées , tombera (n° i oa) entre les 
nombres de degrés 

£a prenant i^b 1,92, et faisant /jl^=^ iSS, il en résultera 

P = 0,99558, 

pour la probabilité que dans Thypothèse d'une égale chance de toutes les 
inclinaisons possibles, l'inclinaison moyenne des 1 38 comètes observées 
ne sortirait pas des limites /^5*zp6*; en sorte qu'il y aurait à peu près 
i5o à parier contre un, que cette moyenne devrait être comprise 
entre 59" et 5i*; et, en effet, on a trouvé 48"55' pour sa valeur; en 
sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la cause inconnue de la forma- 
tion des comètes ait rendu inégalement probables leurs diverses incli- 
naisons. 

Sans faire aucune hypothèse sur la loi de probabilité de ces incli- 
naisons, la formule (i3) exprimera aussi la probabilité que l'inclinai- 
son moyenne d'un grand nombre /a de comètes que Ton observera par 
la suite, ne s'écartera de la moyenne 48*55' relative aux i38 co- 
mètes déjà connues, que d'un nombre de degrés compris entre les li- 
mites (n** 107) 

ii/t/i38 + / 
. t/T3i87 

On déduit des inclinaisons calculées de ces i38 comètes, une valeur 
de la quantité l que ces limites renferment, égale à 34''49' Ç^)l ^^ ^^ 
faisant /x'=fx, par exemple, et prenant, comme plus haut, £i= 1,9a, 
il y aura i5o à parier contre un que la différence entre l'inclinaison 
moyenne de i38 nouvelles comètes et celles des i38 comètes ob- 
servées, tombera entre les limites q= 8*2 1^ Le nombre des comètes 



(*) Le calcul en a été fait par le neveu de M. BouTard. 
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exktaotes ëtaat stns doute extrêmement grand par rapport à celui des 
comètes dont on a pu calculer les orbites; si Ton prend pour fx' le nom- 
bre des comètes inconnues , les limites précédentes se réduiront k très 

peuprèsàip — ==, de sorte qu'elles seront plus étroites que pour 

(jl' z=s 11^ dans le rapport de l'unité d\/2*et, en prenant toujours 

£1 = i^ga^ il y aura encore à très peu près la probabilité -y, ou i5o 

à parier contre un, que la différence entre l'inclinaison moyenne des 
comètes inconnues et celle des comètes connues , est comprise entre 
les limites :^ 5*4^'. 

Si l'on divise la totalité des comètes observées en deux séries égales 
en nombre, dont l'une comprenne les 69 plus anciennes, et l'autre les 
69 plus modernes, on trouve 49*1 2' pour Tinclinaison moyenne dans 
la première série, et 4^*5& dans la seconde, de sorte que ces deux 
moyennes difierent à peine d'un demi degré. Cet exemple est très 
propre à montrer que les valeurs moyennes d'une même chose s'ac- 
cordent entre elles , lors même que les nombres d'observations ne 
sont pas extrêmement grands, et quoique les valeurs observées 
soient très inégales , comme ici où la plus petite inclinaison comé- 
taire est 1*4^' ^^ ^^ P^u^ grande 89'' 4^'* ^'^^ inclinaisons moyennes 
des 71 comètes directes et celle de 67 comètes rétrogrades s'écartent 
davantage l'uûe de l'autre ; la première est de 4?'' 3', et la seconde 
de ôo'^ 54'. 

Par le centre du Soleil, si l'on élève dans l'hémisphère boréal, une 
perpendiculaire au plan de Técliptique, elle ira rencontrer le ciel au 
pôle boréal de l'écliptique ; de même , si l'on élève , dans cet hémis- 
phère et par ce centre, une perpendiculaire au plan de l'orbite d'une 
comète, elle rencontrera le ciel au pôle boréal de celte orbite : la dis- 
tance angulaire de ces deux pôles sera l'inclinaison de cette orbite sur. 
celui de l'écliptique; mais il ne faut pas confondre, comme Ta fait 
l'estimable traducteur du Traité d'astronomie de M. Herschel , la ' 
supposition que tous les points du ciel puissent être, avec une 
même probabilité, des pôles d'orbites cométaires, avec l'hypothèse 
d'une égale probabilité des inclinaisons cométaires dé tous les 
degrés. 
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En effet, soient aet b deux zones du ciel| circulaires, contenues 
dans Thémisphère boréal, dune même largeur infiniment petite, 
ayant pour centre commun le pôle boréal de Técliptique , et dont les 
distances angulaires à ce pôle seront représentées par a et ^ ; soient 
aussi p la probabilité quW point du ciel , pris au hasard dans cet 
hémisphère, appartiendra à la zone a, et q la probabilité qu'il appar- 
tiendra à la zone b ; il est évident que ces fractions p et q seront entre 
elles comme les étendues a et b des deux zones , et, par conséquent , 
comme les sinus des angles a et 6. Or, dans l'hypothèse d'une égale 
aptitude de tous les points du ciel à être des pôles d'orbites cométaires, 
petq exprimeront les chances des distances fit et ^ de deux de ces pôles 
k l'éciiptique, ou, autrement dit, les chances des deux inclinaisons 
cométaires , égales à ces distances a et€; donc , dans l'hypothèse dont 
il s'agit, les chances des différentes inclinaisons , au lieu d'être éga- 
les , seraient proportionnelles aux sinus des inclinaisons mêmes : la 
chance d'une inclinaison de go* serait double de celle d'une inclinai- 
son de 3o*, et toutes deux seraient infinies par rapport à la chance 
d'une iuclin»son infiniment petite (*). 

(ii^j. Voici, en terminant ce chapitre, l'ensemble des formules de 



(*) Il parait qu'un nombre, qui semble inépuisable, d'autres corps trop petits 
pour être observes, se meuvent dans le ciel, soit autour du Soleil, soit autour 
des planètes , soit peut-être même autour des satellites* On suppose que quand 
ces corps sont rencontre's par notre atmosphère , la différence entre leur vi- 
tesse et celle de notre planète est assez grande pour que le frottement qu'ils 
éprouvent contre l'air, les échauffe au point de les rendre incandescents, et 
quelquefois, de les faire éclater. La direction de leur mouvement, modifiée par 
cette résistance, les précipite souvent sur la surface de la terre; et telle est 
lilphgine la plus probable des aéroUthes. Telle est aussi Texplication la plus 
naturelle d'un phénomène très remarquable, que Ton a déjà observé plusieurs 
fois , depuis quelque temps , en des lieux séparés par de grandes distances , et 
toujours à la même époque de Tannée. Dans la nuit du la au i3 novembre, 
différents observateurs, en Amérique et ailleurs, ont vu dans le ciel un nombre 
extrêmement grand de corps semblables à des étoiles filantes. Or, on peut suppo- 
ser que ces corps appartiennent à un groupe encore bien plus nombreux, qui circule 
autour du Soleil > et vient rencontrer le plan de l'éciiptique en un lieu dont la dis^ 
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fMTobabilite qui y sont démontrées ^ ainsi que dans le précédent. Le 
nombre des épreuves, supposé très grand, est représenté par fx; il se 
compose de deux parties m ^i n que l'on suppose aussi de très grands 
nombres; les formules sont d'autant plus approchées que ce nombre fji 
est plus considérable; et eUes seraient tout-à-iait exactes, si ^ était 
infini. 

I*. Soient/? et q les chances constantes pendant toute la durée des 
épreuves ^ des deux événements contraires £ et F , de sorte qu'on 
ait /? -4*9=1. Appelons U la prpbàbili^ «que dans le nombre [l 
ou m 4-/1 d'épreuves, £ arrivera m fois et F aura liea n fois. On 
aura(o* 69) 



^=mwv^- w 



Cette formole se réduit (n° 79) à 



U = 



V» 



i/ ^ifépq 



tance au Soleil est égale à celle de la terre à cet astre, à l'époque ou la terre se 
trouve en ce même lieu : notre atmosphère traversant ce groupe de corps à cette 
époque , agira sur une partie d'entre eux comme sur les aérolithes; ce qui pro- 
duira le phénomène dont il s'agit. Si ce groupe n'occupe pas une étendue très con- 
sidérable surla longueur de son orbite, c'est-à-dire, si son diamètre apparent, yu 
du Soleil, n'est pas beaucoup plus grand que celui de la terre, il sera nécessaire , 
pour que le phénomène ait toujours lieu à la même époque de chaque année , que 
la vitesse de cette sorte de planète brisée s'écarte peu de celle de la terre ; ce qui 
n'empêche pas. le grand axe et l'excentricité de son orbi^, de différer beau- 
coup du grand axe et de l'excentricité de notre orbite ; et alors les perturbations 
du mouvement elliptique ont pu rendre la rencontre du groupe i^t de la Terre 
possible depuis quelque temps, et pourront la rendre impossible par la suite. iSi 
au contraire, le groupe que nous supposons forme un anneau contâiu autour du 
Soleil, sa vitesse de circulation pourra êti^rtrès différente de celle de la Terre; et 
ses déplacements dans le ciel, par suite dés actions planétaires , pourront encore 
rendre possible ou impossible, à différentes époques, le phénomène dont nous 



^•.1 



#\V«C 
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lorsqu'on prend 

m zs iip — u \/2iipq, n z=z fuq + ^V^lH^f 

(/ étant une quantité positive ou négative , mais très petite par rapport 

à y/fx ; et sous cette forme , elle subsiste également quand les chanœs 
de E et F varient d'une épreuve à une autre, en prenant alors, d'a- 
près !a formule (2) du n" gS, pour p et q les moyennes de leurs 
valeurs dans la série entière des/x épreuves successives. 

2^. Les événements E et F ayant eu lieu effectivement m et n fois 
dans les fiK épreuves^ et leurs chances pet q étant inconnues, soit U' 
la probabilité qu'il arriveront dans jca' ou m'^^^n' épreuves futures, 
des nombre de fois m' et n' , proportionnels kmetn, ou tels que 
l'on ait 

Quelque soit le nombre fA% on aura (n'' 71) 



U' = 



\f^' U- W 



en représentant par U' la probabilité de l'événement futur qui aurait 
lieu si les rapports — et - étaient certainement les chances de F et F^ 
c'est-à-dire en faisant , pour abréger, 

I a. 3..,.^' ^^V' ( "y' U 

i.a.3. ..m'.i.a.3...n' \jiêj \fêj '" 

5^ Les chances constantes p et 9 de E et F étant données, soit P 
la probabilité que dans ac ou m + 7i épreuves , E arrivera au moins m 
fois et F au plus n fois. On aura (n* 77) 
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k étaat une quantité positive dont le carré est 

et en employant la première ou la seconde formule selon que Ton 



n 



aura 2 > — 1_ ou ^ ^ 

4^. En appelant R la probabilité que E et F auront lieu dans les /c 
épreuves , des sonores de fois qui ne sortiront pas des limites 



f^p ^z u V^iipq, («î dz u\/2fipq, 

où u est une quantité positive et trfes petite par rapport à V/û , on 
aura (n' 79) 

et réciproquement , si les chances p^iq sont inconufwSi et que B et F 
soient arrivés des nombres de fois m et n^ dans /a ou m-4-n épreuves, ^ 
on aura (n^'SS) 



R s= 1 ^ r'er^dt 4- \/-^^ ^-^, (e) 



pour la probabilité que les valeurs, de jr et ç ne sortiront pas de» 
limites 



^mn 



"^ 5*. Dans deux séries différentes de très grands nombres /jl et ft' d'é- 
preuves f soient m et ;ii' les nombres de fois que E aura lieu ou a eu 
lieu, n et n' les nombre de fois que F arrivera ou est arrivé; désignons 
par II une quantité positive , très petite par rapport à V/cî et à \//b7 ; 
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m m 



et soit ^ la probabilité que la différence — -— — 7 ne sortira pas des li- 
mites 



H* 



V^' 



non plus que la différence - — - -7, de ces mêmes limites prises avec des 
signes contraires. On aura (n® 87) 

ii«0tWi^4f»'»mft) 



Comme on aura aussi à très peu près — = -7 et - = -79 on pourra , 

sans altérer sensiblement les valeurs de <&r^ remplacer dans son dernier 
terme, qui sera toujours une petite fraction, les lettres /a' y m\ n\ par /a, 
m, /i, et, réciproquement, celles-ci par celles-là. Cette formule, en faisant 
du moins abstraction de son dernier terme (n* 109), conviendra au cas 
général où les chances de E et F varient d'une épreuve à une autre, 
pourvu que, dans les deux séries, les causes possibles de ces événe- 
ments , connues ou inconnues, n'éprouvent aucun changement, c'est- 
à-dire, pourvu que l'existence de ces causes conserve la même proba- 
bilité, et que chacune d'elles donne toujours la même chance à l'arrivée 
de E, comme à celle de F. 

6"*. Les nombres de fois que E et F sont arrivés dans les /a épreuves 
relatives jk ces événements \étant toujours m et n , soient généralement 
m, et /i, les nombres de fois que deux autres événements contraires 
E, et F, ont eu lieu dans un nombre /n, d'épreuves aussi très grand. 
Supposons qu'on ait 

J^ étant une petite fraction positive ou négative. Appelons p et/), les 
chances inconnues et supposées constantes, des arrivées de E etE, ; et 
désignons par X la probabilité que pt excédera p, d'une quantité an 
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moins égale à une petite fraction positive et donnée i. En représentant 
par u nne quantité positive , et faisant 



u 






selon que le factenr <-^ J^ sera positif ou négatif^ on anra (n<> 88) 

la première expression se rapportant au cas où la différence € — J^ sera 
positive , et Ja seconde au cas où cette différence sera négative. Ces 
mêmes formules exprimeront aussi la piV>babilité que la chance in- 

MB 

connue p de Tarrivée de E surpasse le rapport — donné par l'observa- 
tion, d'une fraction co aussi donnée : pour cela, il suffira d'y faire. 



« = ±(«-=) 



/»Ki- 



A«/ l/2mii' 



et de prendre la première on la seconde formule selon que la diffé- 



rence û? sera positive ou négative. 

7*. Lorsque les chances des deux événements contraires E et F va- 
rient d'une épreuve à une autre , soient p^ et q^ leurs valeurs à Té- 
preuve dont le rang est marqué par i, de sorte qi/on ait pi -f- ^i s=a i , 
pour tous les indices i. Les sommes 2 s'étendant depuis i =s i jusqu'à 
irsfc, faisons, pour abréger. 

Soient toujours m et /i les nombres de fois que E et F arriveront dans 
les fi épreuves. Désignons par u une quantité positive, très petite 
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rapport à s/ft. On aura (n" 96) 

" = ' - ■7;/.* '-"'* +ih'--' (*) 

pour la probabilité que les rapports — et - ne sortiront pas des li- 
mites 

ku ku 

ce qui coïncide avec la formule (d) dans le cas particulier des chances 
constantes. 

8*. Une chose quelconque A étant susceptible de toutes les valeurs 
comprises entre les limites kzpg, et toutes ces valeurs étant également 
possibles et les seules possibles; soit P la probabilité que dans un 
nombre quelconque i d'épreuves, la somme des valeurs de A qui 
auront lieu^ sera comprise entre des limites aussi données cqpc. On 
aura (n" 99) 

en faisant, pour abréger, » 



et prenant, dans chaque terme, le signe supérieur ouïe signe infé- 
rieur, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance i, est 
positive ou négative : g et € sont des quantités positives; h el c peu- 
vent é^e des quantités positives oa négatives. 

9^. Quelle que soit là loi de probabilité des valeurs possibles de la 
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' chose A à chaque épreuve, et la manière dont cette loi variera d'une 
épreuve à une autre ; si l'on appelle s la somme des valeurs de A qui 
auront lieu dans un très grand oorabre ;* d'épreuves, on aura (n" ici) 



pour ta probabilité que la moyenne - des valeurs de A tombera entre 
les limites 

u désignant une quantité positive et très petite par rapport à \A*i 
kel h étant des quantités dont la seconde est positive, et qui dépendent 
des prubabililés des valeurs de A pendant tonte la durée des épreuves. 
Quand ces probabilités seront constantes, égales pour toutes les va- 
leurs possibles de A entre des limites données a et b, et uutles en de- 
hors de ces limites , on aura 

Lorsque A n'aura qu'un nombre fini de valeurs possibles c, , c, , 
C3, c, , et que ces v valeurs constantes seront également proba- 
bles, on aura 

A = ^(c,4-c. + c,4-....4-c, ), 

/i = ^, [^(c,*H-c/-f-c,' + ....+c,')— (c.+c.-)-c,+ ....+c,}«]. 

10». Soit A, la valeur de A qui a eu lien à la n"™ épreuve. 
Faisons 
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les- semâmes 2 s'étendant depuis 71 ss i jusqu'à nzs^ fji. Supposons que^ 
les causes de tontes les valeurs possibles de A n'ëprouvetit anèua 
changement^ soit dans leursprobabilitës respectives, soit dans les chances 
qu'elles donnent à chacune deees valent^. U y aura alors une quan- 
tité spéciale y dont la moyenne - des valeurs de A, s'approchera indé- 

finiment à mesure que fA augmentera de plus en plus , et qu'elle at- 
teindrait si fi devenait infini. Or, la formule (k) exprimera la probabilité 
que cette quantité y est comprise entre les limites (n** loO) 



s ul 



qui ne contient rien d'inconnu. 

1 1*. Dans une seconde série d'un très grand nombre /a' d épreuves; 
soient / la somme des valeurs de A^ et P ce que deviendra la quantité 
/ qui se rapporte à la première série. La formule (k) exprimera égale- 

ment la probabilité que la différence -7 des deux moyennes, sera 

comprise entre les limites (n* 107) 



tti/^» + X/* 



ou bien, à cause que l'on aura à très peu près /'ss/, ce sera aussi la pr#- 
habilité que la moyenne -7 relative à la seconde série, tombert entre 
les limites 



""^ VV? ' 



t ♦- 



qui ne dépendent que des résultats de la pti^smière et de la quantité 
donnée a, et qui sont d'aatant pins étroites qiia^^' est plos giUnd par 
rapport à /I4. 

w. Pour déterminer la valeur d'une nrième chose A, on a fidtpin* 
sieurs séries d*épreaves, amposéts de très grasda nombres/», u', u^. etc. 
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Les sommes des valeurs que Ton |t obtenues cl^ns ca& séries successives 
sont Sy s', s'p etc. ; la quantité préoédeate l se rapporte toujours à la 
pvemière série; et l'on désigne par f ^ f ^ ctc^ ce quelle devient à Fé- 
gârd des séries suivantes. On suppose que les <^auses d^erreurs dans les 
mesures varient d'une série à une autre, mais que néanmoins, toutes 

s s' s' 

les moyennes -, -y, —„, etc., convergent indéfiniment, à mesure que 

f& fê fê 

fjLf fi\ /a!\ etc., augmentent de plus en plus, vers une même quantité 
inconnue y^ qui serait la véritable valeur de A, si ces causes ne ren- 
daient pas inégalement probables , dans une où plusiéuis d.Qs séries 
d'observations, les erreurs égales et de signes contraires.«iÇJp9la{>osé, 
]a formule (k) exprimera encore la probabilité que la quantité y est 
con^ke entre les limites (n** io8) : 



.'^' -»— » 



f + --^ + '-^ + '^. =F i. 



'danç lesquelles on a £ait pour> abréger. 



^ _i_ ^' . y 



ÊA ÊA A* 

De plus, la partie ^ + -X +li.^- etc. , cest-à<^dire la somme 

S s' s" 

des moyennes - , —, — , etc^ multipliées respectivenaent par les quaç- 

tités q^ iiltr ^^^*' ^^^^ ^^ vallTinr approchée de y la plus avantageuse que 
Fpn puisse déduire dii concours de toutes les séries d'obscfvatioBs , 
c'est-à-dire, la valeur de cette inconnue, dont les limita d'er- 

renrqp^ auront la moindre étendue qu'ilékt tx>ssi0lb, pour un va» 

leur donnée de u, ou bien à égal Segré de probabilité. 

\V. Enfin, les causes de l'arrivée d'un événement E demeurant les 
mêmes pendant les éprouves, ainsi <pi'on l'a expliqyé en dlant la fi>r« 

mule (/), le rapport ^ du nombre de feis que E jBjBrit lies au nombre 
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total des ëpmi?et , ooiMpergera indéfinimeot wrs une qaâmtité spé- 
ciale r, ^u 'U-«tteindrait rigoureasenlent sî fi devcnâtt infini. Or, cette 
formule (/*), eu négligeant son dernier terme, on bien encore la for- 
mule A: lera la probabilité que la valeur înconnuti de r tombera entre 
les limites ^n* 1 09) 

m u ^^m{fé — m) 



m 

(11 5). Bour compléter ces forninles^ il y faudrait joiudre celles qui 
se lappoMent à k probabilité des valeurs d'une ou plusieurs quantités, 
déduites d*«n très grand nombre d'équations linéaires correspoj^nfes 
aux résultats d'un égal nombre d'observations ; mais à l'égâiHIPe ces 
autres formules, je renverrai à la Théorie analjrtique des probabilités . 
En les appliquante un système de ia6 équations de condition relatives 
au mouvement de Saturne en longitude, formées par M. Bouvard, 
et en appliquant à ces équations la méthode des moindres carrés ^ 
Laplacc a été conduit à en conclure qu'il y a un million à parier con- 
tre un que la masse de Jupiter^ en prenant celle du Soleil pour unité, 
ne différera pas de 7070 9 ^® P^us d'un xoo* de cette fraction, en 
plus ou en moins (^). Cependant, des observations postérieures, d'une 
autre nature, ont donnera très peu près 7^ pour cette masse; ce qui 
excède la^fraction ystSp d'environ un 5o* de sa valeur, et paraîtrait 
mettre en défaut le calcul des probabilités. Il ne peut rester aucun 
doute sur cette masse xisô 9 V^^ ^ ^té condue par M. Enke, des pertur- 
bations de la comète dont la période est de i ao4 jours ; par MM. Gauss 
et T*iîcolai, de celles deT^esta et de Junon; et par M. Airy , des éloa- 
gâtions des satellites de Jupiter qu'il a récemment mesurées! Toute-* 
fbîs, si les G{ilcttls de Laplaoe ont donné, avec une probabilité très ap- 
prochante de= la certitude, une masse de cette planète, plus petite d'un 
5o* qu'elle d0L réeUeoie^t, 11 n'en faudrait pas Icondure que ïm^ 
tensité du pouvoir attractif de Jupiter fût moindre sur Saturne que 
sur ses propres satellites, sur les comètes et sur les petites planètes; 



— ■ ■ \mmm*>mm0i>^^f¥mÊf^mmmmÊÊmmiÊt^m0mmmimm^tm^m»^tt0^mm,^Êmmm^tiÊmi^tmJ^mmm>m 



(*) FrettMr sappMÉient à la Thépriê anafydque d» probûhililés , fàfgt ^. 
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cela ne provient pas non plus d'aucune inexactitude dans les formules 
de probabilité dont Laplace a fait usage; et il y a lieu de croire que 
la masse de Jupiter, un peu trop petite, qu'il a obtenue, résulte de 
quelques termes fautifs dans l'expression si compliquée des pertur- 
bations de Jupiter, à laquelle on a déjà fait subir quelques corrections , 
et qui peut encore en exiger d'autres. Cest un point important de 
]a Mécanique céleste j qui ne peut manquer d'être éclairci par le ré- 
sultat du travail dont M. Bouvard s'oc^pe actuellement , dans le but 
de refiiire eti entier ses triples, déjà si prëdses, des mouvements de 
Saturne et de JupÂter. 
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CHAPITRE V. 



Application des règles générales des probabilités aux fiécisitms des 

jurjrs et aux jugements des tribunaux (*). 



(i i4)* Dans une matière aussi délicate, il conviendra de considérer 
d'abord les cas les plus simples , ayant de traiter la question dans toute ' 
sa généralité. 

Je suppose donc, en premier lieu, qu'il y ait un seul juré. Je repré- 
sente par A: la probabilité que l'accusé soit, coupable, lorsqu'il est traduit 
devant ce juré; probabilité résultante de l'information préliminaire 
et de l'accusation qui s'en est suivie. Je désigne aussi par u ]||prohi^ 
bilité que le juré ne se trompera pas dans sa décision; et, cek étant, 
soit y la probabilité que l'accusé sera condamné. Cet événement auni 
lieu , si l'accusé est coupable et que le juré ne se trompe pas, ou bien , 
si l'accusé n'est pas coupable et que le juré se trompe. D'après la r^gle 
du n^ 5 , la probabilité du premier cas est le produit de A: et de 1/ , et 
celle du second a pour valeur le produit de i — it et de i *- u. Donc ^ 
en vertu de la règle dû n* 10, on aura 

3. = Am + (i — *) (i — «), (1) 
pour la probabilité complète de la condamnation de l'accusé. Celle d^ 



(^) Cette question a été traitée dans un mémoirei lu à rAcadémie de Saint-Pé- 
tersbourg, en juin ic34, par M. Ostrograski, membre de cette académie. Mais k 
en juger par l'extrait imprimé que Tauteur m'a envoyé, il a considéré le problème 
d'une manière toute différente de celle que je suivrai dans ce chapitre , et qui a éif 
indiquée dans le préambule. 
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son acquiitemeut serai — ^. Cet événement aura lieu, si l'accuse est 
coupable et que le juré se trompe, ou bien, si l'accusé n'est pas cou- 
pable et que le juré ne se trompe pas;, et les probabilités de ces deux 
cas étant les produits k(i «— £f)et (x — A) u, il en résultera 

1 — ycsk{i — ii)-f-(t — A:)tt; 

équation qui se déduit aussi de la précédente. En les retranchant Tune 
de l'autre, il vient 

aj^ — 1 = (2k — i) (2u — i); 

ce qui montre que la quantité a> — i sera zéro en même temps 
que 2k '^ i ou au •— 1 , et positive ou négative selon que sA: — i 
et 2U — I seront de même signe ou de signes contraires. On aura 
aussi 

de sorte que 7. surpassera 7^ de la moitié du produit {2k — i) (2U — i) 
positif ou négatif. 

Après la décision du juré, on pourra fiiire deux hypothèses qui se^ 
^ ront les seules possibles : on pourra supposer que TaocBsé sôit cou- 
pable ou quMl ne le soit pas; leurs probabilité, comme celles de 
toutes les causes hypothétiques, se détermineropt par la règlp du n*! 34. 
La somme de ces deux probabilités étant d'aflleurs égafe à l'unité, il 
n'y en ttra qu une seule à. déterminer* ■ ■■ , 

Si Taccosé a été condamné, soit p la probabilité de la première h^^ 
pothèae , ou de la culpabilité. D'après la règle^citée , oa aura 

c^ ici Tévénement observé est la condamnation de raccoié^ dont la 
(^obfd^ilité, comme on vient de le voir, serait Au dans cette pretoôèfe 



«r 



M 



r 
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bypotbèsc, et(i — ^)(i — u) dans la supposition contraire^ on de la 
noQ-culpabilité. 

Si l'accusé a été absous, soit q la probabilité de la seconde b^po- 
thèse, ou de la non-culpabilité. L'événement observé étant alors l'ac- 
quitlement de l'accusé, dont la probabilité est (i — k) u dans cette 
hypothèse, et A-(i — u) dans la supposition contraire, ainsi qu'on l'a 
dit tout à l'heure, il suit delà règle citée que l'on aura 

En observant que les dénominateurs de ces expressions de p eiq 
sont les valeurs de > et i — ^ , on a 



d'oii l'on déduit 



P y* ° I — V ' 



= W' + ?(l — >). 



pour une expression de la probabilité que le juré ne se trompera pas, 
qu'il est facile de vérifier. £n effet, cela aura lieu de deux manières 
différentes : parce que l'âccusé sera condamné, et qu'étant condamné, 
il sera coupable, ou bien parce qu'il sera acquitté, et qu'étant acquitté, 
il sera innocent. Or , par la règle du n" 9 relative à la probabitilc d'un 
événement composé de deux événements simples, dont les chances 
respectives influent l'une sur l'autre, la probabilité de la première 
manière est le produit Aty et^e p, et celle de la seconde, le produit 
de 1 — ^ et de ç. Donc aussi fn" io),la valeur complète de u est la 
somme de ces deux produits. Apres que la décision du juré est pro- 
Doueée, la probabilité qu'il ne s'est pas trompé, n'est autre que p, s'il a 
condamné, ou f s'il a acquitté. Si l'on n'a pas k = ^f elle uepeut être 
égale à u, comme auparavant, que quand on a u = o on ussi. 

Ces formules renferment la solution complète du problème dans le 
cas d'un seul juré; problème qui n'est, au reste, que celui de la pro- 
babilité d'an lait attesté par un témoin, dont nous nous sommes oc- 



i 
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cupés dans le n' 36. La culpabilîtô de l'accuse est ici le fait qui peut 
être vrai ou faux; avant que lejuré ait prononcé, on avait une certaine 
raison de croire que ce fait était vrai, résullaute dea données qu'on 
possédait alors : k était sa probabilité, et i — k celle de la non-culpa- 
bilité; après la décision du juré, on a eu sur Je fait une nouvelle 
donnée ; ce qui a changé k en une autre probabilité p, si le juré a 
décidé ou alteslé que l'accusé soit coupable, et i — k en une proba- 
bilité q , s'il a attesté que l'accusé ne soit pas coupable. Dans l'un et 
l'autre cas , il est évident que les probabilités antérieures k et i — koat 
dû être augmentée», s'il y a plus de chance pour que lejuré ne se trompe 
pas,, qu'il n'y eu a pour qu'il se trompe, et diminuées, dans le cas 
contraire, c'est-à-dire augmentées on diminuées selon qu'on a u > ^ 
ou u <i{. C'est, en effet, ce qui rc'sulte des expressions iispelq , d'oii 
l'on déduit 

p^t+"'-"""-", „=,-4-'Ji^ '■""-", . 

r y ' 1 , —y 

et par conséquent, /J >■ ou < A, q <C on "^ i —~.k, selon qu'on 
a u > ou <; ;. Dans le cas de u = 5, il n'y a rien de changé aux 
probabilités antérieures A et i — k. 

Ces dernières expressions de p etq donaent 

P>+ï(' — >)= *> + (' — ^^(i —>)•> 

et puisque le premier membre de celle équation est égal à », on a 
donc aussi 

u = A>H-(. — Aj(i- >); 

ce qui servirait à calculer la probabilité que le juré ne se trompera 
pas, si l'on connaissait à priori, par un moyeu quelconque, la chance y 
de la condamnation, outre la probabilité k de la culpabilité. C'est 
aussi ce que l'on véiifîe en observant que le juré ne se trompera pas, 
si l'accusé est coupable et condamné , ou bien s'il est innocent et ac- 
quitté or, les probabilités de ces deux cas , avant la décision du juré, 

- , 4, 
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soDt les produits ky et (i — Â-) (i — y), dont la somme forme la va- I 

leur complète de u. ^ T 



Quand on auraA-=7, les premières valeurs de />et (y se réduiront ira- 
tnédiatement à p::=u et ({= u; et, en effet, puisqu'on n'a à priori aucune 
raison de croire plutôt à la culpabilité qu'à l'ianocence de l'accusé^ 
notre raison de croire à l'une ou à l'autre, après la décision du juré, 
ne peut différer de la probabilité qu'il ne se trompe pas. Si l'on a ft^ t, 
c'est-à-dire si la probabilité de la culpabilité est regardée comme 
certaine à priori, on aura /? = i et y = o; et quelle que soit la déci- 
sion du juré, et sa chance u de ne pas se tromper, cette culpabilité sera 
encore certaine après cette décision. Il en sera de même à l'égard de 
l'innocence de l'accusé, si l'on a A = o, c'est-à-dire si elle est certaine 
àpriori. Mais dans les deux cas, il n'est pas certain que l'accusé sera 
condamné ou acquitté : on aura 5. = h, dans le premier, et ^ = i — u 
dans le second, pour la cliànce de sa condamnation, qui sera donc 
égale, comme cela doit être , à la probabilité que le juré nese trom- 
pera pas quand k^ i , et se trompera lorsque k = o. 

(i i5). Supposons actuellement qu'après la décision de ce juré, l'ac- 
cusé soit soumis au jugement d'un second juré dont la probabilité de 
ne pas se tromper sera représentée par u!. Il s'agira de déterminer 
les probabilités (fue l'accusé sera«:ondamné par les deux jurés, absous 
par l'un et condamné par l'autre, absous par l'un et l'autre; probabi- 
lités que je désignerai respectivement par c,b , a. 

Soit y' la probabilité que l'accusé a^aut été condamné par le pre- 
mier juré, le sera aussi par le second. En observant que y est la chance 
de la première condamnalîon , on aura 

c — yy', 

pour la probabilité de deux condamnations successives. Mais en pa- 
raissant devant le second juré, il y a la probabilité p, résultant de la 
décision du premier, que l'accusé est coupable; la valeur de y se dé- 
duira donc de la formule (1), en y mettant ^ etu' au lieu du k et u; ce 
qui donne 

y' = pu' + (i — /)) (i — u')î 



»« 
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d'où l'on déduira, en vertu des formules (i) et (a), 

c = kuu' -f- (i — /) (i — «) (i — u"). 

Par on raisonnement semblable, on trouvera 

T a = ft(i — u) (i — u') H- (i — k)uu'. "" 

Eu ajoutant ces deax formules, il en resuite 

o -f c = i«' + (i — «) (i — u'), 

pour la probobiliteque les deux jurés décideront de la même manière, 
soit qu'ils condamnent, soit qu'ils absolvent; et l'on peut remarquer 
que cette probabilité totale est indépendante de celle de la culpabi- 
lité de l'accusé avant le double jugement. 

Si l'accusé a été absous par le premier juré, et qu'on appelle y, la 
probabilité qu'il sera condamné par le second, le produit (i — yY^' 
exprimera la probabilité que ces deux jugements contraires auront 
lieu successivement et dans cet ordre. D'ailleurs i — q ôwa la proba- 
bilité que l'accusé est coupable, quand il parait devant le second juré 
après avoir été acquitté par le premier; la valeur de y, se déduira 
donc de la formule (i), en y remplaçant k et u par i — qvXu'', ce qui 
donne 

(■• >,= Ct — '7)«' + ?(i — «'). 

ou bien , en vertu des valeurs de i — y eX q données par les for- 
mules (r) et (5), 

- (1 - y)y. =ACi - «)"'-t- {i-A)){v— u')u. 

Il est évident qu'en permutant les lettres u et u' dans cette expression , 
on aura la probabilité que les jugements des deux jurés seront con- 
traires, mais dans l'ordre inverso de celui qu'on vient de supposer. En 

4... 




o. 
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ajoutaat cette probabilité k U prëwdetite , il cd réraltsm 

A = (i — a)tt'-f-(i ^^U)Uf 

pour la probabilité complète de deux jagiomeiits <;ootmre( ^ rendilii 

, ^ans un ordre quelconque. On yoit qu'elle est indépendante de A , 

comme celle de daux jugements semblables.. Dans ,1e cas de u ss î 

et «' = 7 , Tune et l'antre soni; aussi \. Dans tous les cas, leur somme 

a Hr & + c est Tunité, comme cela devait être. 

La probabilité que Taccusé est coupable après qull aura: été^cc^- 

• danÉ^ par les deux jurés, sera donnée par la fofpi;ple (2) y-en y met- 

tanfcf et u' au lieu de k et u; et la probabilité de son innocence^ quand 

il. aura été absous par Jes deux jurés, se;4éduira de la formule (5)^ 

par le changement de ^ et4< en 1 — q et y!. En désignant pan/»^ ^Kq^ Cfij^ 

deux probabilité, on aura donc 

f pvL f ^^^ - . qu' 

■ ■ ■ . ' ; • f 

et d'après les valeurs ée^élq, Cannées par ces mêmes formules (2} 
et (S), ces valeurs, de y et q' d«vi|ii4ropt 

■ 

V ^^ v*=^ U'-iyuMJ . 

/^* turf + '(!-*; (.-a) (f-»')» « *=" (li^kju^+kuJLu) (l'-Vy 



Soient encore p^ la probabilité que l'accoffé es( coupable , après qn'it 
aura été absous par le premier juré et condanuié par le secoi|d, et q, 
la probabilité qu'il est innocent, quand îl aura, él^ conjlaipné j^ la 
premier juré et acquitté par le second. La valeur de p^ se déduira de 
la formule (s), en y mettant u' ail t!eu de u» et.y remplaçant k par b 
probabilité i -—9 que l'accusé n'est pas innocent, après qu'il a été ac- 
quitté parle premier juré; celle de q^ s'obtiendra de nfème en chan-- 
géant u et i dans la formi^ (5) , en u' et p ; on aura donc 
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ou bien» en yertn de ces mètaes foroinlea (a) et (5), 

La probabililé qœ Tacciiséi coD<ilap(iné par le premier juré et acquitté 
pp# le second est coupable» sera i *—f,; d'ailleurs^ il est évident 
qu'elle devra se déduire de /i/par la pemiutatîoo deueti^^ ce qui 
a lien efféclîvement : d^lle ^e Finnocencc de Fiiccusé. absous par 
le pfeimer juré et coâdamivé par le secOn^f o^ > "— Pu résultm 
4e* même dé rtxpresaion deq,f en f permutant u et u\ 
*^yn le cas di^ ufjsa u, on'« p, sitlfei g^ sis i — X:; Ce qui doit être 
eâyctivemçntj di^ decu^-^décisions contraires» rendues par des jurés 
qdî ont la même çbance de ne gaff^M tromper, ne sauraient rien cblBtn- 
ger il la raison que nous avions de croîéb» avanft ces décisions, à la 
culpabilité ou à Tiiinocence de laccusé. 

(i i6). On étendrait sans peine ces raiaonnen^ts aux décisions suc- 
cessives d'un nombre quelconque dejurés^' pour chaçunvdesquels il y 
aura une chance donné^e ^epas se tron^parl Mais on parviendra plus 
simfienient nu résultat , de la manière suivante. 

Je suiqM»» pour fixer les .idées ^' qu'il y ait trois jurés. Soient u , u% 
W, les probabilités quHs n^ se tromperant pas, et, comme précédem- 
ment, k la fntlbabÂité avant leur jugement, que Faccusé est cou- 
ijaMoi 

Pc^r qu'il soit condiMuné à IHinanimité , il fisiudra ou qu'il soit cou- 
pifeib et 4|u'ancifti des ^rms jurés Vie se trompe, ou qii'il soit innocent et 
que les jnr^ se fromljpent tons les trois. La probabilité complète de 
cette condamnation sera donc 

4 

^ W«"+ A(i —u) (i —u') (i — m"). 

t 

On verra de même que la probabilité que l'accusé sera absous k lu- 
nanimité , aura pour yalenr 

A: (i — if) (i — m') (i — u") -♦- (i — .*; Mii'ii". 
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La probabilité d'un jagemeat unanime , soit de condammatioAiSOit 
d'acquittement , sera donc la somme de ces deux quantités , c'est-à- 
dire 

en sorte qu'elle est indépendante de A , ce qui aurait lieu t^gdexnept , 
quel que fût le npmbre des jurés. 

L'accusé pourra ^Ire condamné par dtux jur& et absous par le ttoi^ 
sième. de trois manières diJOTérbutes, selon «ne ce troisième sera celui 
dont la cbance de np pas ise tromper est u^i/ ou if. Il pourra dé mé|M 
être acquitté par deux.jurés et condamné par le trokième, de trais 
manières différentes^ qui réj^ndfirpnt axvki aux oait'qà ce trqîsièfiiiBiiibt 
le juré dontT^, i^' oir i/', exprime la probabilité qu'il' ne se trompçn 
pais. On verra sans difficulfé^qne kl pvfebabilités de ces six combinai''^ 
sons , auront pour expressions : " ^ 

kw/ii^U) ^{i - k\i% — «) (i ~ «fv. 

kuu' (i — ïi') -H (i — Jfc) (i — "tt) Ci ^dd^', r : 
k(t - Ji%(i — i^> 4- (4 r--k)fAJf (I -..i^,. • 



~ •-—i 
•^ 



En faisant Va Mtnme de ces sit quâtrtftés, ott^âtira Téxpresslo] 
^lète àë k probabilité qui lé jugement ne sera j^ tifiitziitté } cettS^^ 
ptession sera dotttf 

u!u" (i— m) h- ««" (i— «') -h uu'{i—i^ 

et, comme on yoit, indépendante de ^. 

La somme des probabilités totales d'une décision unanime et d^ùe 
décision non unanime, doit être l'unité ; et, en effet, leurs expressions 
que Ton vient de trouver, satisfont à celte condîlion. 
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Le ^ugânient étant rendu, on ep déduira facilement la probabilité, 
après ce Jugement, de la culpabilité de l'accusé, difTcrente, en gé- 
néral, de ce qu'elle était auparavant. Si, par exemple, l'accuhé a été 
condamné par les deux jurés dont u et u' expnment ks chances de ne 
pas se ti-omper, el acquitté par le troisième» la probabilité de cet 
événenient sera kiiu' (i — u"), dans rh^potlièse de la culpabilité, 
et(i — kf (i — «) (l — "'}""( dans ia supposition coiiliaire; par la 
règle du n" 54, la probabilité que l'accusé est coupable sera donc 

kiiU' (1 — u) 



Dans le cas de u ^ u", elle devient indépendante de la valeur com- 
mune de u' et m", et la même que si la condamnation était prononcée 
par le seul juré dont u est la chance de ne se pas tromper. Et, en effet, 
après que ce juré a prononcé , les décisionà différente? entre elles des 
deux autres jurés ne peuvent plus influer sur la raison que j'aide cioire 
que l'accusé soit ou ne soït pas coupable^ car il n'y aurait pas de rai- 
son pour qu'elles augmentassent plulùt que de diminuer la probabilité 
deia culpabilité, puisque les chances de ne passe tromper sont sup- 
posées égales pour ces deux derniers jures. 

Ces formules seraient également applicables au cas où les jnrés, au 
lien de juger successivement et sans communication entre eux, étaient 
réunis el jugeaient après en avoir délibéré ; mais la discussion pouvant 
les éclairer mutuellement et augmenter, en général, leui's probabi- 
lités de ne passe tromper, les valeurs de u, u', u" , qui se rapportent « 
à ces deux cas, pourraient u'ètre pas les mêmes, et s'écarter moins 
de l'unité dans te second cas que dans le premier. 

(i [ 7). Considérons, en particulier, le cas où la chance de ne pas se 
tromper est la même pour tous les jurés, auquel nous ramènei'ons en- 
suite le cas général , loriqu'il s'agira de déterminer la probabilité du 
dorabre dos condamnations dans de très grands nombres de juge- 
ments. 

Soient donc u cetle probabilité donnée que chacun des jurés ne se 
trompera pas, n le nombre des jurés, Ala probabilité, avant leurju- 
gement, de la culpabilité de l'accusé, i un des nombres 1, a,3,. . .n,ou 



■^ 
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Mro, ef 7i la probabHilé que radc.m^ sera condai^né par n-^ fal aliious 
par î jurés.' -i^' 

Pour que cet «vénement composé^turriye , il fai|âfa qtie FacMÉtf 
étant coupable^ /i*— îjurà ne se trompent pas et /jurés se t r o i^pe W ty 
ou bien que laccusé n^étant pas coupable ^ n-^i juras sa frMspent et i 
ne se trompent pas. La probabilité du fNremier caa sera le produit 
Aru"*^ (i — ù)9 multiplié par le nombre de foii qu'on peut preu^icia 
les i jurés qui se tromperont » sur le nombre n de tous lesjuréa; oéNb 
du second cas sera de même le produit (i — K)vt{\ ^-uf^^^ multiplié 

parie nombre de fois qu'on peut prendre les n -^ i jurésqui se tromr- 
peront sur ce nombre total n; lequel nombre dé fois est le niême 
que dans le premier cas , et égal au i|ombre de cond>ioaisons diffé- 
rentes de n choses pri4» i iii\ ou n--«- ik n-^i. En le désignant par ffi , 
on aura 



Ni 



«.a — i./i — d. ..n^^i4^% 



«■B^ 



\ : 



1.2.3. ..î ' • 

et il en résultera 

pour la valeur complète de 7.. 

Si Ton suppose ftf^'i'P'i^ et qu'on fiiss#* -^ 



Taccusé aura été condamné à la majorité éc m voix« Lorsque 1 juru 
Tauroût condamné et que les n «- /autres Tauron! absous , ^Laura été 
acquitté à cette majorité de m yeijt ; la probabilité de cet ncquittemenlt 
que je désigncraai par /j , se drauira delà valeur de yi en y pçroNiT 
tant les nombres n — / et /, ce qbi ne changera rien au co^cieht N|. 

Pn aura doue 
• V • - 

cT, = N, [*«* ( I — «)-' 4- (i — k)i^' (i — «y ] . (5) ^ 
En ajoutant ces deux dernières équations, il vient 

>, -j- «fl «s N,[«'-' (l — «y 4. «» (, — u)— Q; 
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quantité indépendante de A:; de sorte que la probabilité d'un jugement 
rendu à une majorité donnée m^ soit qu'il condamne , soit qu'il ab- 
solve, ne dépend pas de la culpabilité présumée de Taccusé ayant cette 
décision. Dans le cas particulier de 1^=7, les probabilités y^ et J^j sont 
séparément indépendantes de A: , et ont pour valeur commune 

>, = «r, = ^.N, 

Elles sont aussi égales entre elles, quelle que soit la valeur de u^ lors- 
que Ton a A; = 7; 

(i 1 8). Soit ^1 la probabilité que l'accusé sera condamné par n — i voix 
au moins et absous par i voix au plus, c'est-à-dire la probabilité d'une 
condamnation à la majorité de m voix au moins. Soit aussi di la pro- 
babilité que l'accusé sera acquitté par n <— i voix au moins et condamné 
par I voix au plus. 

D'après la règle du n"" 10, on aura 

^i = 7o + >• + 7% +• • •+ yn 

4 = cT. 4- cT. 4- «T. H-. - .+ ^ii 

et au moyen des formules précédentes , il en résultera 



Ci = AU, H- (i — AjU., ) 



(6) 



en faisant, pour abréger. 






de manière que Uj soit une fonction donnée de u, et Y, ce ue devient 
cette fonction , quand on y met 1 — i^ au lieu de u. On aura , en 
même temps, 

c, + rf, = U, + V„ 
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pour laprobabilitéy indépendante de k^ que l'accufiésera, ou condamné^ 
ou acquitté f à la majorité d'au moins m voix. 

Si l'on met n «^ i «— i au lieu de i dans l'expression de di , on en 
conclura 

et y en effet , si un nombre de voix au moins égal à n — i est nécessaire 
pour la condamnation , l'accusé sera acquitté lorsqu'il y aura 7z<— i — i 
voix au plus qui lui seront contraires ; en sorte que l'un des deux évé- 
nements dont les probabilités sont a et d^^i^^ , devra certainement 
arriver. 

Si 71 est un nombre impair , et qu'on ait /i :^s :iî + i et conséquem- 
ment 171 s=: 1 1 on aura 

U, + V| = [tt + (i — w)]- = I, c,^d, = i; 

en sorte que l'accusé sera certainement condamné ou acquitté à la ma- 
jorité d'une voix au moins; ce qui est évident en soi-même. Si n est un 
nombre pair , la plus petite majorité possible sera 771 = 2 , et répondra 
à 71 = 21 -f" ^* ^^ ^yjiXK alors 

U,H-V, = [«H-(i-k)]«-N^.«'-^' (!-«)'*•, 
d'où il résultera 

Il oe sera donc pas certain que l'accusé sera condamné ou absous à la 
majorité d'au moins deux voix ; ce qui est évident, et tient au cas pos- 
sible du partage égal des voix pour l'acquittement et pour la con- 
damnation. 

lia probabilité de ce cas unique s'obtiendra en retranchant de l'a-^ 
nité , la valeur précédente de c^ -f- ^<f ^^ ^^^ indépendante de A:; 
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et en la désignant par H^ , son expression pourra s'écrire sons cette 
forme 

* "" (i.a.3. . .i + i)' 

Le maximum du produit ii (i — «) répond h u=i i, et est égal à ^. 
Cette probabilité Hidiminaera donc k mesure que u s'écartera davan- 
tage de ^. Elle diminuera aussi continuellement k mesure que i 
augmentera ; car on déduit de son expression 

u ar-h3.!ii+4-" (' — ") ti , 

«1^. — — (JTT)* *' 

et d'après le maximum \ de i^ ( i — u), on en condut que le rapport 
de Hj^, k H{ sera toujours moindre que l'unité : la plus grande valeur 
de H| répondra à u=s{ et i = o, et sera égale k ^. 
Quand î+ i sera un grand nombre , on aura ( n^ 67) 

1.2.5.-. 2/H-a==(ai+2)*'**^*'"*"*V2sr(2Î+3)ri+ J + c tc.l; 
d'où Ton tire 

pour la valeur approchée de H| , qui sera, comme on voit, une très 

petite fraction , lorsque u différera notablement de ^ , ou 4^ (i -^ u) 

^^e Tunité. Dans le cas de i^s=: ^, et en prenant pour exemple i-f>i=6 

ou 71 s=: I a, cette formule, réduite k ses deux premiers termes j donne 

^ VmA* P^"^ ^®**® valeur; ce qui diffère très peu de la valeur 

exacte j^, quoique f rH 1 1^ soit pas un nombre fort considérable. 

La somme Uj -f- Yj étant tout au plus égale à l'unité, si on la dési- 
gne par G|, k différence i •— G^ sera positive on aéro; «t oonme 
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l'expression de C| pourra s'écrire sous la forme 

c, = A- /:(i -Gî) — (a* - i)V„ 

il s'ensuit que si Ton a nk — i > o ou A > ^, on aura aussi c, < k^ 
Donc y dans le cas ordinaire où Ton a, avant la décision des jurés, 
plus de raison de croire à la culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, 
la chance de sa condamnation à une majorité d'au moins une ou 
plusieurs voix, c'est-à-dire à une majorité quelconque, sera toujours 
moindre que cette probabilité antérieure de sa culpabilité : en suppo- 
sant, par exemple, qu'il y ait quatre contre un à parier que l'accusé 
est coupable, lorsqu'il parait devant le jury, il y aura moins de 
quatre contre un à parier qu'il sera condamné. 

Celte proposition est , comme on voit , indépendante de la chance 
d'erreur des jurés^ ou de la valeur de u^ autre que l'unité. Dans le cas 
de M=i, on aura U| = i, V| = o, Ciz=k, ^|=i — A,. quel que soit i*. 
Dans le cas de u:=zo, on aura de même U,= o, V|= i, C|=i — k, 
di=zk. Pour ces deux valeurs extrêmes de u, il est évident que la 
condamnation ou l'acquittement ne pourra avoir lieu qu'à l'unani- 
mité; et c'est, en effet, ce qui résulte des formules (4) et (5), qui don- 
nent alors ^j = o et J^i= o, excepté pour i = o. 

(119). En conservant toutes les notations précédentes, représen- 
tons, de plus, par/>| la probabilité que l'accusé est coupable, quand il 
a été condamné par n-^i contre i jurés, ou à la majorité de m voix, 
et par ^j, la probabilité qu'il est innocent , lorsqu'il est acquitté à cette 
majorité; ou autrement dit, soit pi la probabilité que le jugement 
rendu à la majorité de m voix sur n est bon, quand il condamne , et Çi, 
lorsqu'il absout. Dans le premier cas, la probabilité de l'événe- 
ment observé, ou de la condamnation, est N|A:w"'"'(i — uj ov 
N|(i — k) (i— w)"~'w', selon que l'accusé est ou n'est pas coupable; 
d'après la règle du n® 34 , on a donc 

•_ Au-<(i- i/y 

en supprimant le facteur N| qui serait commun aux deux termes de la 
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fraction. Dans le cas de l'acquittement, on trouvera de même 

n — (,-^)||-i(,-^y 

y* "" (i_;t)ii— ' (I — «)« + )t(i ~ li)"-^"'* ^^ 

Si Ton suppose hz=i\f on aura p(=L(ii\ et, en effet, lorsqu'à priori, 
on n'a pas de raison de croire plutôt à la culpabilité iqu'à l'inno- 
cence d.e raccusé, il est. évident que la bonté des jugements rendus 
à la même majorité, a aussi une égale prçbabilité dans les deux 
cas de la condamnation et de l'acquittement. Pour z/= ^, on a 
w"""^(i — w)' =: (i — w)»"'w', et, par conséquent, comme cela doit 
être , Pi =s A: et ^1 ss I — k^ quels que soient les nombres n et i. 
En faisant , dans les formules (7) et (8), 



W= :— • I — U 



et observant qjue 7i = m + 2i'^ oh aui^a 

*f!!___ (1 —k)t 



<m 

« 



ce qui monti^ que la probabilité de la bonté d'un jugement/ ne dé-^ 
pend /toutes choses d'ailleurs égales, que de la majorité m à laqfuelle 
il est rendu, et nullement du nombre total n des jurés; et, effective* 
ment, les Votes contraires et en Jiombres égaux, dans le cas d'une 
même chance d'erreur pour tous les jurés, ne sauraient augmenter ni 
diminuer la raison de crt)iré que le jugement soit bon ou mauvais. 
Mais ce résultat suppose essentiellement k chance u que les jurés ne 
se tromperont j>as', dûnnéç' avant le jugement; et il n'en serait pUis 
de même, comrbe on te verra plus loin, si cette chance devait éti% 
conclue, après le jugement, des nombres de voix qui ont eu lieu pour 
et contre. 

Pour une valeur donnée de u, \xa jugement rendu à la majorité 
d'une seule voix, par exemple, ne mérite donc ni plus ni moins de 
confiance, quel que soit le nombre impair des jurés, que s'il y avait 
un seul juré; mais la probabilité qu'un tel jugement, de condamna** 
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tion ou d^aocpitteiiient, sera rendu ^ diminue à mesure que le nom- 
bre total des jurés devient plus grand. En eflFet , cette probabilité 
sera la somme des formules (4) et (5), dans laquelle on fera n = ^/-f-i; 
en la désignant par nVi, et ayant égard à la valeur de N|, on aura 



d'où l'on conclut 



I .2.3. .. 2*4- 1 rw(l il)]' 

f. es II iiai.tiia > 1, • 

' (l.2.3...l)*(*+ l) ^ 






et comme 4^(i — i^) ne peut pas surpasser Tunitë , il «'ensuit qu'on a 
toujours 'Z9'i^i «< <t!r|. En comparant cette valeur de «i à celle de H|, 
on voit que la première surpasse la seconde dans le rapport de l'unité 
à 2u (i — u), qui reste le même quel que soit /. 

(i2o). Si l'on sait seulement que Taccusé a été condamné à la ma- 
jorité d'au moins m voix, de sorte que la majorité ait pu être m, m-f-2, 
m-t-4. . • • jusqu'à iw 4" 2/, ouTunanimité; on conçoit que la probabi- 
lité qu'il est coupable sera plus grande que p^ : je la représenterai par P|. 
Dans l'hypothèse que l'accusé soit coupable, la probabilité de la con- 
damnation qui a eu lieu-ou de révénement observé , est A:Uj, d'après 
ce qu'on a vu plus haut ; elle est ( i -— k) Y ^ ^ dans l'hypothèse de la 
non^ùlpabilité; on aura donc 

En désignant par Qi la probabilité de la tipn*culpab3ité, quand rac-* 
cusé est absous à cette majorité de m voix au moins, on trouvera de 
même 

Les probabilités de la bonté d'un jugement rendu a la majorité de 
m voix au moins , auront aussi pour expressions P, dans le cas de la 
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condamnatkm et Qj dans le cas de Tacqulttement. Elles ne sont pas, 
comme pi et qi, indépendafDtes du nombre total n des jures , et >(|ëpen- 
dantes seulement de m ou h-^ai. Pour les comparer nuniërique- 
ment les unes aux autres ^ je prends k z:=: {; ce qui rend égales 
les quantités P| et Qi, ainsi que pi et qi, et suppose qu'avant le 
jugement, l'innocence de Faccusé avait la même probabilité que la 
culpabilité. Je fais aussi w = | ; en sorte qu'il y ait trois à parier 
contre un que chaque juré ne se trom^ra pas. En prenant pour n 
le nombre ordinaire des jurés , et faisant nz=i2 et is=z5, on trouve 
d abord 



9 - ^ 

on trouve , en outre , 

3^ 



o' 



et Ton en déduit , k très peu près , 

ce qui montre qu« dans cet exemple^ la probabilité i ^^P| de Terreur 
d une condamnation prononcée 4 la^majorité de deu;f voix au moins^ 
est à peine un septième de la probabilité i ■— /?/ de Terreur à craindre 
dans un jugement rendu à cette majorité de deux voix précisément» 
ou par sept voix contre cinq. 

Les formules (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10), s'appliqueront sans diffi- 
culté au cas où l'accusé traduit devant le jury que nous considérons, 
aura déjà été condamné ou acquitté par un autre jury ; on prendra alors 

pour la quantité k que oes formules renferment» la probabilité que L'iic- 
cusé est coupable, résultant du pr^mi^r jugement, et que Taue de 
ces formules aura servi k déterminer. 

(ï^O^ Lorsque n^^i et i seront de très graodt nombres, on sera 
oUigé de recourir huk méthodes d'appnmîoiiitiQn , pour eakuler la» 
valeurs de Ui et y,. 



-y 
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Pour cela , j'observe qu'en faisant i — m = p, la quantité U^ est. la 
somme des i + i premiers termes du développement de (w+i^)*, 
ordonné suivant les puissances croissantes de p; elle devra donc 
coïncider avec la formule (8) d}xn''j5, en mettant dans celle-ci, ^f^p 
i, n, au lieu de /i, q^ n, /i-, par conséquent, d'après les formules (i5) 
du n"" 77, nous aurons 

' \/^ Jb "^ 3 l/irm (n - 

6 étant une quantité positive dont le carré a pour valeur 

I * 

6* = I log -7— *-; — r-f- (n+ I "^ i)\oR ^T '. ""x^ ; 
o 1^(71+ i) ' ^ ' ''^«(n+i)' 

et en employant la première ou la seconde de ces deux expressions 
de U| , selon que - surpassera le rapport - ^ . , ou sera moindre. 

Si l'accusé a été condamné, et que toutes les majorités puissent avoir 

eu lieu, depuis la plus petite, de une ou deux voix, jusqu'à l'unani- 

•• • 

mité, le nombre n-+- 1 et le rapport . , seront à très peu près 

double de i et l'unité ; on devra donc employer la première ou la se^ 
coude formule (11), selon que l'on aura u> u ou i^^u;etsinei y 
diffèrent notablement de î , ou 4^^ de l'unité, on aura , aussi à très peu 
près, 

6* = nog7Î- 



LUC 



Alors, puisque i est un très grand nombre, la valeur de sera assez 
considérable pour rendre insensibfe, les intégrales et les exponentielles 
contenues dans les formules (i i). La quantité U^ se réduira donc à l'u- 
nité ou à zéro, selon que li surpasserai ou sera moindre; et conune , 
dans le cas que nous examinons , la somme de Ui et V^ est l'unité, 
exactement ou k très peu près selon que i est impair ou pair, il s'ensuit 
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cjue Vi sera zéro quand on aura m > «^ , et l'unité dans le cas de u < p. 
De là, on conclat que, si la probabilité k de la culpabilité de l'accusé 
avant 1» jugement 9 n'est pa9 une très petite fraction, il y aura une 
probabilité P, trè^approchante de la certitude, pour sa culpabilité après 
qu'il aura été condamné {>ar un jury composé d'un trè» grand nom- 
bre n de' jurés, si la chance (^ de l'erreur de chaque juré est notable- 
ment moindre que la chance tH>n traire u; résultat ({ni tient à ce que ce 
grand nombre /», rend alors très peu probable que le jugement soit 
prononcé à une faible majorité. Au contraire, cette probabilité P., de 
la bonté d'un jugement^ sera une très petite fraction, et l'innocence 
de l'accusé, très, probidble, si c'est u qui est sensiblement moindre 
que Vf et que, de plus, k ne soit pas une fraction très approchante de 
l'unité. Les probabilités Ci de la condamnation et d^ de l'acquittement, 
données par les formules (6), seront très peu différentes de k et 
I — Al, quand u surpassera t^, ou, au contraire, de i — A: et A: lors- 
qu'on aura v^ u. 

Dans le cas de ii = p=:-j, et en faisant /i= ai-f- i ou /i= 21-+- ^f 
selon que n sera impair ou pair, le rapport . * _. sera un peu 

moindre que -, ou que IHmilé; il faudra donc employer la pre- 
mière formule (11); et comme la ysdeur de sera une très petite 
fraction, on aura, à très peu près, 

17 — i. j V * 

en négligeant le car^ de , ainsi que les termes qui auraient 1 pour 
diviseur, et observant qu'on a alors 

/** e -*'<&== i x/^— fl. 

Si n est imnair, que l'on fasse n=s ai-f^ i , et qu'on mette f pour 11. 
et p, on anaP 

«• = -«log(i+f)-(i + a)lpg(x-,^_); 
en développant les logarithmes en séries , on en déduit , au degré 



/ 
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d'approximatioQ QÙ nous nous arrêtons 

« 

la soniQM de V. et Ui étant lunité, V, sera. aussi |; et Ton anra P.:= A-^, 
comme cela doit être» quel que soit d'ailleurs le nombre des jurés, 
lorsque leur chance est égale pour se tromper et pour ne pas se trom- 
per. Sî 71 est un nombre pair, et cpi'oo fiersse 7t=7s2Î-f-3, u 
V ;=: ^ , on aura 

3\ / . . «.X , V 3 

d'où Ton déduira 






fl»=-nog(.H-i)-(i + 3)iaii(,-2n:^), 



mais d'après la valeur de H. du n® 118, on a, dans ce ca^ 
on aura donc 

et ces valeurs de Uj et Y, étant égales, il en résuhera P,. :^ Ar, comme 
dans le cas précédent. La probabilité c. de la condamnation, que nous 
considérons, sera indépendante de k^ et égale à U., ou un peu moindre 
que j. 

(i:)2). En supposant toujom^ que \e jury soit composé d\m nom- 
bre quelconque n de jurés, concevons maintenant que pour chaque 
juré, la chance de ne pas se tromper puisse avoir un nombre v de va- 
leurs différentes et inégalement probables. Soient ^,, Jtr», oTs, . . . . ;r,, 
les valeurs de ces chances pour un premier juré; jp/, or,', xj^ . • . .x^' 
4KHNr un second juré; x^\ x/, x%f .... jr/, pour^ja troisième 
juré; etc. Désignons, en général, par X,, X,/, X^,/', etc., les probabi- 
lités que les chances or^, ^1/, x^l'f, etc«, aiirontlif u, et qui seront ajissi 
les probabilités des chances correspondantes i -— jti , i — .r./, 
1 — Xiil'f etc. Comme une des chances x^% x^t^ x^, .^.^m^t wura 
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Heu certainement; qu'il en sera de même à l'égard de l'une des 
chances x/, a:/, or, , • . . . x/; aînsî que pour l'une des chances x^'j 
x', x^'j .... jc/' ; et ainsi de suite , on devra avoir 

X. + X, H- X3 + . . . • + X, = I , 

x/+x;+x/+ ..-. +x/= I, 

etc. 

Si donc^ on fait 

X,ar, + XgO:. -H XjXa H- .... H- X^, =s w, 

X/x/H- X.'a:.'+ X,W+ .... + X/a:/= i/', 

X/x.'+ X.'a:/+ X,W+ . i . . -f- X,V= «", 
etc., 

on aura ^ en même temps , 

X, (i -*- Jc, ) + X. (i — a:. ) + + X, (1 — x, ) = i — w , 

X/ (. — a:/) + X; (i — x:) +....+ X,' (i — x/) = i — w', 
X;(.i ~ 07/0 H- X/(i — x/O +.-..+ X/'(i — ar/) = i — «% 
etc. ; 

et Uj u\ it\ etc. y seront les Valeurs moyennes des chances de ne pas 
se tromper, pour le i**, a% 5«, . • .juré, et i — w, 1 — m', i — m", etc., 
les valeurs moyennes de leurs chances d^ se tromper. 

Gïla posé, la probabilité qu'aucun des n jurés ne se trompera, cor- 
respondante aux chances ;r.j x'i»^ jr'V, etc., de ne pas se tromper, sera le 
produit de ces chances et de leurs probabilités respectives X, , X',, , 
X'V ^ etc. ; en la désignant par II , on aura donc 

n = XiX',/X'V etc.j:^0«xr",- etc. 

Soit P là probabilité qu'aucun juré ne se trompera ,oquelle que soit 
celle de ses chances possibles de ne pas se tromper, qui aura Heu. Par 
la règle du n"* 10, P sera la somme des m valeurs de II que l'on obtien- 
dra, en y mettant succ^B^ment chacun des nombres i, a, 3,. . . .v^ 
à la placé de chacun des n nombres / , ^, î\ etc. Or, il e^t facile de 
voir que cette somme sera le produit des n moyeunes u, u'^ li'^ etc. ; 
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en sorte que l'on aura 

P ss MwVetc. , 

• 

quels que soient les nombres n et v. 

Relativement aux chances quelconques jc,, ^V> ^'V'» ^^c*» ^^ ^^ P^ 
se tromper, la probabilité qu'un seul juré se trompera, se déduira 
de n en y. remplaçant x, par i —a:, si c'est Te premier juré, x',' par 
I — 'X^v si c'est le second, etc« En appelant n' la probabilité totale 
qu'un seul juré se trompera, correspondante à ces chances or., or'., 
J^'V, etc., on aura donc 

n' = X.X'i,X% etc. [(i — a:i)x^,,x"i» etc. + XiÇi — xV) Jc'V etc. 

•^XiX'i^ (i — x"in ) etc. + etc.]. 

• 

Si l'on désigne ensuite par P' la probabilité qu'en ayant égard, pour 
chaque juré, à toutes les chances possibles de ne pas se tromper, il y 
aura un seul juré qui se trompera, P' sera la somme des nv valeurs 
de n' que l'on obtiendra en y mettant successivement pour chacun 
des n indices i, î^ H', etc., tous les nombres i, a, 3, ... . y; et il est 
facile de voir que cette somme ne dépendra que des moyennes u, u! , 
u" , etc. , et aura pour valeur 

F = (i — u)i/u' etc. + «(i — w')w"etc. + uu^i — m") etc. + etc. 

En continuant ainsi, on parviendra à cette proposition générale : 
La probabilité que parmi les njurés, n — /ne se tromperont pas, et i 
se tromperont , sera la même que si la chance de .ne pas se tromper 
n'avait qu'une seule valeur possible pour chaque juré, savoir, u pour 
le premier juré, t/ pour le second, u'{ pour V^^.troisième , etc . Par 
conséquent, si ces chances moyennes u, u^, //V^tc. , sont inégales, 
les diverses probabilités d'une condamnation à des majorités données, 
et celles de la culpabilité du condamné, se détermineront par les règles 
du n"" 1 16, étendues à un nombre quelconque n de jurés. Si elles sont 
toutes égales entre elles, les probabilités dont il s'agit s'exprimeront 
au moyen des formules (4), (5), (6), (7), (8), (9), (i 0), en y mettant 
pour u la chance moyenne commune à tou^A^ jurés. 

On se représentera avec précision I9 possiHné pour chaque juré, de 
plusieurs chances inégalement prenables de ne pas se tromper^ en con- 
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cevant que la liste sur laquelle chaque juré doit être pris, soit divisée 
en un nombre v déclasses de personnes, «telles que toutes les person- 
nes d'une même classe aient une même chaîice de ne pas se tromper : 
pour la liste sur laquelle le premier juré doit être pris, soient Xi 
cette chance^ correspondante- à Tûne des classes, et X^ le rapport du 
du nombre de personnes de cette classe au nombre de celles qui sont 
^rtees sur Iji liste enti^ ; la chance que ce juf é ue se tro(upera pas , 
sera tr,- s'il appartient à celte classe, et X^ s»ra la probabilité que cela 
aura lieu , c'est-à-dire la probabilité de cette chance x^» Si le second 
juré doit être pris sur une autre liste, et que a:^, soit la chance de. ne 
pas se troniper^ pour' les personnes de Tune des clauses de cette liste ^ 
et XV le rappbhrt dé4eur nombre à celui ^es persô,nne$ portées sur la 
liste entière, orV sera la chance que, le second juré pe se trompera pas 
sll appartint à cette classe , et XV la probabilité qu'il eii fera partie, 
ou la |>robabilité de cette chaqce j:V; et ainsi de suite, pour tous les 
autres* jurés. Les jurés,* d'une session de c6ur d'assises, étant pris au 
hasard sur une même liste, (brmée de toutes les personnes qui peuf- 
vent être jurés datis le i^ssoft de cette cour, il s'ensuit qu*avant le ti- 
rage au sort, les' chances moyennes u, u', u", etc., sont égales entre 
ellei; Deifr valeur commune peut d ailleurs n'être pas la même dans 
les t*essorts des différentes course et cela étant, s'il y avait des affaires 
où Je jury- dût être composé d'un juré pris dans une partie déterminée 
du reyaume, lin second dans une autre partie^ etc., ce serait Je cas où 
lés moyennes u^ ui\ u% etc., poncrai^igl^ être différentes. Majs^ dans 
tous les cas, oft-ne dtfit pas coufondreces chances moyennes qui ont 
lieu ayant le tirage des }urés> avec les' chances de ne'pas^se tromper, 
propues ailt jurés ^e le sort aura désignés, quand le tirage sera leffec- 
tué; nous reviendrons tout k l'heure sur cette- distinction essentielle. 

(ia3). Si le nombre V des chances passibles x^ ,^r«, ^j, etc., est in- 
jgni , la prpbal>ilité de chacune d'elfes sera. infinîn|ftt pej^te. Soit 
alcirs'X^ la probabilité qu^la dtance de ne^pas^,3é titïniper, pduç un 
juré pris au hasard sdr une U^te donnée, seri égale à ^; soit ausâl i^ la 
mo/êtme<^ toutes Mis chaaCm possible», en ayant égard 1^ Teurspro- 
babilités respectives; la sbmme^i doit être égale à l'ilnité, et celle 
qui doit former la valeur de if, ^'après ce qui précède, se changeront 
en des intégrales définies, prises dépufs or s=o jusqu'à ar= i; en sorte 
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que Ton aara 

m 

La quaiftité positive X pourra être une fonction continue ou discon- 
tinue de jc, entièrement arbitraire, pourvu qu'felle satisfasse à la pre- 
mière de ces équations : pour chaque expression donnée dé'K, il y aura 
une râleur numérique de u, tout-à-fait déterminée; mais à ehaque va- 
leur donnée de u^ correspondront une infinité d'expressions difiërentes 
de X, ou dé lois différentes de probabilités. 

Lorsque toutes les valeurs de x, depuis zéro jusquàTunité, seront 
également possibles, la quantité X sera indépendante Aex, et devra être 
Tunité pour satis&ire à' la première des deux équations précédentes ; en 
vertu de la seconde, on aura alors u =: -^r Si cette quantité X est crois- 
sante depuis or = jusqu'à jr= i, de manière que la chance qu'un 
juré ne se trompera pas, soit elle-mètne d'autant plus probable qu'elle 
approchera davantage de la certitude; si, de plus, X croît uniforilïé- 

ment , on fera ^ 

• • • 

X = ax -|- ^; 
a et € étant des constantes positives. On- aura alors 

I Xjdx = - a + ff = 1 ; 
d'où l'on tire 

C sss i a, X=i — -flt-fr ax: 



ce qui exige que k'on a'ait pas a ^ 2. 11 en résultera 



2 • la ' 



en sorte que la chance moyenne ue pourra par ei(céder j, ni être 
moindre que ^, qui répondent à a =s 2. et a =0. 

Supposons encore que X varie eu progression géométrique ,. pour 
des accroissements égaux de x; et prenons - 
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valeur qiii satisfait à la ooodition y TLda: = i, quelle que soit la 

coD8ta#te etf et daàs laquelle e est, à l'ordinaire^ la base des loga- 
rithme^^^peneos. Nous aufpns. 



I I 



d'où l'on condiit qu'en faisant croître a depuis a = — - oo jusquà 
a = 00 , la chance moyenne u sera susceptiHIe , dans ce cas, de 
toutes les ^valeurs possibles , depuis u-=o jusqu'à i^ = i : pour 
a=z — 00 , a==s:o, a=:qp,on aura 24=:o, us/g-, 14=: i. 
Si lés Oiversç^s^cbauces de ne pas se tromper doivent être renfermées 
entre desjimites plus étroites que zéro et l'unitéj . poi* exemple, 
si la cfaanq^ x ne doit pas s'abaisser au-dessous de ^, et , en outre , 
si au-dessus de 7, toutes ses valeurs doi^Fej|t élra également possibles^ 
on preudr^Ei pour X une fonotiofr discôntinaei que Ton déterminera 
de cette manière. Je désigne par e une quantité {K>s^tive et de gran- 
deur finie, mais toul-;à-fait insensil^lie l^^it^ô: une fonction qui varie 
très Rapidement depuis a: =2*-^^ -^ 6 jusque ic ie= ^, qui s'évanouisse 
pcftMC toutes lesvaleur^ de jt, comprises depuis ^=x o jusqu'à x.ss^\'^€p. 
et qu^ ait f>our valeur une .constante donnée gt depuis :r =: ^ jus- 
qu'à' j:=: I ; cela étant, je fais 

X =ifx. ' ' 
-I' «^ 

Par la iHttare de cette fonçtioiiyr , on aura 



à cause àéf X/fe ss i ^ on aura 



dbnc 



/?_,>«ï«"= » — ïgl 



ce qui exigera que g ne surpasse pas a, puisque fie ne peut ayoîr 
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> ^ 



que dès valeurs positives. Dans Fiiitégrale l\ xfxax^ eàrptourra^ 

en-dehors àe Jx, regarder or comme une constante égalé à ^i^on 
aura donc aussi 



J^_a:fxdjcz=:i—\g; 



K 



•r . 



et en observant qu'on a 



.r — • 



J xfxddcsszj xfxdx^n^ xjbxlx^/^\xfxdfj 



on en coadûra 



/;^x^=é_i- J;g+i_g-| , 



ou bieui en jéduisai^t^ 



« • 



Par conséquent y dans ce cas /la chance moyentie ftepotn^a^pâa exr 
céderu=sl, qui ré|K>ndâ g= a, ni être moindre que u s-i, qui 
répond à g = o. 

On pourrait faire ainsi une infinité 4'bypothèses diffiérentes sur la 
forme de la fonction X. Si l'une d'elles étah certaine ^ la valeur cor- 
respondante de la chance moyenne u le serait aussi ; si » au contraire , 
elles sont toutes possibles, leurs probabilités respectives seront infini- 
ment petites y et il en sera de même k Tégard des diverses valeurs de 
la chance moyenne qui résulteront de ces hypothèsçis. Le dernier' cas 
aura lieu , lorsque les valeurs différentes dont est susceptible laxhance 
qu'un juré ne se trompera pas, nous seront inconnues, et que nous ne 
connaîtrons même pas la loi de leurs probabilités, de soi'te que nous 
puissions faire sur cette loi toutes les suppositions possibles, qui don- 
neront à la chance moyenne des valeurs inégalement probables. Alors 
en représentant par çudu la probabilité infiniijtent petite que cette 
chance sera égale à u précisément, ^u sera une fonction coi^tinue ou 
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discootinne , telle que l'on ait j ^udu =s i , et susceptible des mêmes 

remarques que J'on yient de faire relativement à X. 

(ia4)«JLies formules précédentes donneraient les solutions complètes 
dl^ toutes les questions relatives à l'objet de ce chapitre, si avant le 
jugement, la probabilité k de la culpabilité était connue, et que l'on 
connût aussi, pour chaque juré et dans chaque affaire, la probabilité 
qu'il ne se trompera pas ; ou bien, si cette chance de ne pas se tromper 
a plusieurs valeurs possibles, il faudrait que toutes ces valeurs fussent 
données^ ainsi que )eurs probabilités respectives; ou bien encore, 
quand ces valeurs sont en npmbre infini et opt chacune une proba- 
bilité infiniment petite , il serait nécessaire que nous connussions la 
fonction qui exprime la loi de leurs probabilités. Mais aucun de ces 
éléments indispensables ne nous est donné à priori. Avant que l'accusé 
paraisse devant le jury, sa mise en accusation et la procédure qui Ta 
déterminée, rendent sans doute sa culpabilité plus probable que son 
innocence; il y a donc lieu de croire que k surpasse ~, mais de com- 
bien? Nous ne pouvons aucunement le savoir d'avance. Cela dépend 
de l'habileté et de la ^vérité des magistrats chargés 4^ l'insf niction 
préliminaire, t% peut varier dans les différents genres d'affaires. Nous 
ne pouyons pas non plus connaître, soit avant le tirage ^u sort sur la 
liste des citoyens qui peuvent être jurés ^ soit après ce tirage, la 
chance qu'un juré ne se trompera pas : elle dipcnd, pour chaque 
juré, de ses lumières, de l'opportunité qu'il attache à la répression 
de telle ou telle sorte de crimes , de la pitié que lui inspire l'âge ou 
le seice de l'accusé , etc. ; toutes circonstances qui nous sont inconnues, 
et dont nous ne pourrions pas d'ailleurs évaluer en nombres, l'influence 
sur les votes dés jurés. Uest donc nécessaire, pour qu'on puisse Êiire 
usage des formules précédentes, d'en éliminer les éléments inconnus 
qu'elles renferment; c'est ce qui va maintenant nous occuper. 

(ia5). Considérons le cas où la chance de ne pas se tromper est 
égale pour tous les jurés. On suppose qu'elle soit inconnue ayant le 
jugement, et susceptible de toutes les valeurs possibles depuis zéro 
jusque l'unité , et Ton reprâente par ^udu la projbabilité infinimint 
petite d'vine valeur u de crtte chance. Si cette valeur était certaine , 
c'est-à-dire $i la chance d^ ne pas se trompe^ était certainement u pour 
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chaque juré, la probabilité que l'accusé coupable ou innocent serait 
condamné par n — / voix et absous par les i autres voix , aurait pour 
expression la formule (4); n étant le nombre total des jurés, et A: la 
probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de Taccusé. Par 
conséquent, la probabilité de ce partage de voix sera réellemenlt 
égale à cette formule multipliée par ^udu; et quand ce partage aura 
eu lieiî effectivement, la probabilité que la chanCe de ne pas se trom- 
per, commune à tous les jurés, a été u, sera le produit de la for- 
mule (4) et de ^udu, divisé par la somme des valeurs de ce même 
produit qui répondent à toutes celles de U, depuis u z=z o, jusqu'à 
u=i I (n*43); de sorte qu'en désignant par œ^du cette probabilité 
infiniment petite, nous aurons 

[ku»'i (, _ i/)' + (, _ Ar)M« (I _ w)«-']^w 
/ [Xi/«-' (i _ uy + (i— A')u' (1 — w)»-*>tt£ft/ 

en supprimant le facteur Nj de la formule (4), indépendant de u et 
qui serait commun au numérateur et au dénominateur de g}^. Si l'on 
représente par ^j la probabilité que la chance u de ne pas se tromper 
a été comprise entre des limites données / et V, cette quantité sera 
l'intégrale de a>,du, prise depuis u 2=it jusqu'à u = /'; on aura 
donc 

^ = — 7m Tm • (»^) 

Dans le cas de n pair et d'un partage égal des voix^ on a /i = ai, et, 
par conséquent. 






e%$orte que la probabilité A| est alors indépendante de A;, dont elle 
dépend, en général, quand les voix sont inégalement partagées. 
Lorsque deux valeurs quelconques de u également éloignées des ex'- 
trémes 2éro et l'unité, ou de la moyenne u = 7, sont également pro- 
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bàbles, cle sovte qu'on ait ^ (i •— i^) s=s ^^^ , il ea résulte 

/ w"'"'(i — uyçudu = j w' (i — uf^^udu. 

Si Ton a , de plus ^ / ^ ^ et /' = i — • /^ on aura aussi 

J w"-*' (i — uf^udu = I tt' (i — uy'^^(pudu ; 

la formule (la) deviendra donc 

^ _ __* ' . 

^1 — 71 » 

/ w"*"'(i — uy^udu 

et sera encore indépendante de k, quels que soient les nombres tz — i 
et i suivant lesquels la totalité des voix se sera divisée. 

En faisant / = -^ et Z' = 1 , dans la formule (i a) » et en désignant 
par ?i'i ca qu'elle devient , il en résulte 

* A*/ u"-'(l — «y^M^M ^- (i — A) r/ u* (1 — uy-^^udu 
k I M"-'(i — m)*^i/£/m ^{\ — k)l w'(i — uy^^udu 

pour la probabilité que la chance i£ est comprise entre 7 et i , ou 
surpasse ^. Si l'on fait de même / = o et T = ;^, et qu'on représente 
par X^ ce que devient la formule (la), on aura 



k f ' M»-« (1— M)*^wJtt + (I —h) r ' M* (1 — uytpudu 

J'O J o 



A^ = 



pour la probabilité que u soit moindre que j. Or, la probabilité qu'on 
a précisément u = 7 étant infinioieat petite, Ja somme de ces deux 
quatitités A^ et A'^ doit être l'unité ; ce qu'on vérifiera immédiatement 
en observant que leuiv dénominateurs sont égaux, que la somme des 
intégrales multipliés par k k leurs numérateurs,, est égale à l'intégrale 
multipliée par k au dénominateur, et .qu'il en est de même à l'égard 
des intégrales multipliées par 1 — Ar. 
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(ia6) La probabilité que la chance de ne pas se tromper pour 
chaque juré a été égale à u dans un jugement où /i — î jurés ont 
condamné l'accusé et les i autres Font absous^ étant exprimé par ea^u, 
et la probabilité que l'accusé soit coupable après le jugement, étant 
la quantité j9| du n* 119, si cette chance était certainement u; il suit dea 
règles des n*' 5 et 10, que la probabilité de la culpabilité aura pour va- 
leur complète l'intégrale du produit piœ^u, prise depuis uz=zo jusqu'à 
a = I . Donc f en la désignant par ti , et ayant égard aux expressions 
de ^i et de pt , nous aurons 

k I i/"~* (1 — uYçudu 

Ci= —77; 777 . (i5) 

Cette probabilité Ç^ sera zéro ou l'unité en même temps que k. En 
mettant son expression sous la forme 

*(> — ^) r r* "•■^'(i — uyçudu — H ii*(i — uy-^çudû^ 

on voit que pour toute autre valeur de Ar 5 la probabilité que l'ac- 
cusé est coupable, après le jugement, sera plus grande ou plus 
petite qu'auparavant, selon que la première des deux intégrales 

r^ tt"-'(i — uyçuduetj 1^(1—^ u)*""'^iirfa sera plus grande ou 

plus petite que la seconde : quand elles seront égales, ce qui aura ton* 
jours lieu dans le cas de nzsz2i et dans celui de ^(1 — 1^) = ^11, on 
aura ^| = Ar ^ et, en effet, la probabilité que l'accusé M^ coupable ne 
peut être aucunement changée par un jugement dans lequel les voix 
se sont partagées également, non plus que par un jugement dans le- 
quel les valeurs a et 1 — u, ou ^ïfc |(i— 2ii), de la chance de ne pas 
se tromper, sont supposées également probables. 

Dans tout autre cas , Çi ne dépendra pas seulement , comme p^ , de 
la majorité mou n — 21 k laquelle le jugement a été prononcé, et de 
la quantité k; la valeur de Çi dépendra aussi du nombre total n des 
juré^ et de la loi de probabilité des chances de pas se tromper, ex* 
primée par la fonction ^u. 



*, 

><■% 
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Ainsi^ par exemple, si une condamnation est prononcée à une sMile 
voix de majorité, parun jury composé de !ioi jurés; ou bien, si Taccusé 
est condamné, dans un autre cas, par un seul jui^ , et qu'on soit œrtain 
que la chance de ne pas se tromper a été égale pour <^e juré unique, et 
pour chacun des 20 1 autres jurés, la bonté du jugement aura exactement 
la même probabilité dans les deux cas : seulement, dans le premier 
cas, si cette chance diffère notablement de i, Févénement observé 
sera un fait extraordtaaire , ou dont la probabilité sera très faible , ef 
qui arrivera très rarement ; et si cette chance de ne pas se tromper est 
égale à j, la probabilité de ce premier cas sera un peu au-dessus de un 
neuvième, d'après l'expression de <Z9*| An n" 119. Mais si la chance 
que chaque juré ne se trompera point , ne nous est pas connue avant le 
jugement, et que nous la déduisions du jugement même qui a été pro- 
noncé^ la culpabilité de l'accusé est beaucoup m'oins probable, lors- 
qu'il est condamné par lOi jurés et absous par 106 autres , que s'il n'y 
avait qu'un seul juré par lequel il eût aussi été condamné ; non pas que 
le jugement de 101 personnes contre 100, soit moins bon en Inî- 
même que celui d'une seule personne ; mais parce que le partage de 
201 voix en deux nombres qui ne différent. ^ue d'une unité, rend 
très probable que la chance de ne pas se tromper a été peu différente 
de if sans doute à raison de la difficulté que l'affaire présentait. 

(127). Afin de se former une idée précise de la aignificiitioii qu'on 
doit attacher aux formules (12) et (i3)> il faut auf^MMer une penonne 
qui ait, avant le jugement du jury, une certaine raison de croire 
Faccuté coupabto, exprimée par la probabilité k; qui ne connaisse 
aucun des n jurés y ni l'affaire qu'ils ont eu à juger; et qui sache seule- 
ment qu'on les a pris au hasard sur la liste générale. Pour cette oer- 
sonne, la probabilité qu'un juré, ne s'est pas trompé dans son vote 
est égale pour tous les jurés (n'' 1 22), mais incoonne ; aviftt le jugeknent 
elle peut supposer à cette inconnue u, toutes les valeurs possibles de- 
puis ji=:o jusqu'à uzssi : par de» considérations quelconques que nous 
n'examinons point ici, b probibilité infiniment petite que la personne 
attribue à la variable uesl exprimée par ^udu; et fu est uife fonction 

donnée qui doit satis£Eiire à la condition j ptsdussu i, puisque la va-* 
4eur de u est certainemeat contenue entre les limite^ de oetle iolé* 
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grifte : après que le jugement est prononcé^ et la personne sachant que 
l*accusë a été absous par i voix et condamné par les n — i autres, 
cette connaissance est une nouvelle donnée d'après laquelle il y a, pour 
celte pei'sonne , la probabilité A., que la chance ù de ne pas se tromper 
a été, dans ce jugement, comprise entre les limites / et t pour tous 
les jurés. La raison de croire à la culpabilité de l'accusé a aussi aug^ 
mente ou diminué : la probabilité kqxxi l'exprimait avant le jugement 
est devenue^, après qu'il est rendu; elle serait différente* pour une 
autre personne qui aurait d'autres données sur la question , et l'on ne 
doit pas la confondre avec la chance même de la culpabilité. Celle-ci 
dépend de A: » et de la chance de ne pas se tromper, propre à chacun 
des jurés qui ont concouru au jugement , différente pour les diffé- 
rents jurés y d'après leurs divers degrés de capacité et la nature de 
l'affaire soumise à leurs décisions. Si les valeurs numériques u, u', 
u^'^ etc., de cette chance, nous étaient données pour tous les jurés, 
ainsi que la valeur de A:, la chance véritable de la culpabilité de l'ac- 
cusé après le jugement^ se calculerait par les règles du n* ii6^ éten- 
dues au cas de n jurés; mais l'impossibilité de connaître ces valeurs 
à priori, rend égalen^t impossible l'application de ces règles» 

Si l'on sait seulement que l'accusé a été condamné à la majorité d au 
moins m ou n*— af voix, de sorte qu'elle ait pu être de m-H-^i 
m^4p * * * * voi^, jusqu'à l'unanimité ; et si l'on représente, dans ce cas, 
par Y,- la probabilité que la chance de ne pas se tromper, commune à 
tous les jurés, a été comprise entre les limites t et /, et par Z, la pro- 
babilité que le condamné sok coupaUb, on obtiendra les expressions 
de Y, et Z. par le même raisonnement que celles de A,- et ^, mais en 
fkisant usage des valeurs de Cg et P, (n** 1 1 8 et i ao), au lieu d'employer^ 
comme nous l'avons fait pour parvenir auK formules (xa) et (i3), les 
yaleurs de >.et pi. DeiDette manière, on aura , 



k f'Hjpudu 4- (i — k) f Y/pudu 

•/ o J l ' 

k l' \i,jpudu + (i — k) j Y.^udu 

k f ' V.pudu 



(•4) 



* j ^ Mf^udu 4- (i — A:) j"'^ y,fudu 
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On pourrait généraliser ces expressions^ ainsi jqùele^^formule^ (1:2) 
et (^x3)^ et les étendre au cas oh Ton saurait qu use j>3rtie n' des njuvé$ 
a. été pi^jise au hasard sur une preiiiière liste; une autre partie n" sur 
une autre liste, etc.; et où Tou supposerait que pour la première liste^ 
une valeur u! de la chaoce moyenne de^ne pas se tromper a une 
prohabilité ^[u'ctuf; que pour la seconde liste 1 ^^^ul'au^' est la prol>abi«- 
lité d'une valeur 1/ de cette chance moyenne; et ainsi de suite. Mais 
cette extension ne présentant ui d\fl[iculté, ui application utile , nous 
nous dispenserons d'écrire le^ formules compliquées auxquelles elle 
donnerait lieu. 

(128). Quand i et n— / seront de très grands nombres, il faudra 
avoir recours à la méthode du n* 67 pour calculer les valeurs appro- 
chées des intégrales contenues dabs les formules (12), (i3), (i4)î 
Je considérerai d abord celles que renferment les formules (12) 
et (i3). 

Depuis z4=o jusqu'à tt=?=i, le produit w'""'(i — w)' n'a qu'un seul 
maximum; je représenterai par C sa valeur, et par et celle de m à la- 
quelle il répond; on aura 

Je fais ensuite ^ 

ou bien , en passant aux logarithmes 

ar* = logÇ — {n — i)\ogu — ^^nog(i— m). 

La variable or croîtra continuellement depuis orsa—oo jusqu'à arssâoo ; 
les valeurs x s= — 00 , ;r =0, x = qo , répondront à i^ = o, m = ce, 
{^ss I ; et les limites de l'intégrale relative à a: seront irhoo , quand 
celles qui se rapportaient à u étaient zéro et l'unité. En général, si Foo 
appelle A et h! les limites relatives à x , correspondantes k des limites 
/ et V relatives à u , on aura 



.=fcv/ (i»--Oiog"-^+nog^-^ , 

V = ± yjin - i) log I^J + i log ^-^j- , 



35a RBCIffiRCHES 

d'après les valeurs préoëdénies de ^^t de x^^ Lorsque / et ^ surpasse- 
ront «1 les valeurs de A et A' devant alors éti^ positives, on prendra les 
signes supérieurs devant les radicaux; on prendra les signes infiineurii 
quand /et t seront moindres que a ; et quand on aura / < « et r>4(, 
on prendra le signe supérieur devant le second radical et le signe in- 
férienr devant le premier, afin qne la valeur de A soit négative et que 
celle de A' soit positive. 

Pour exprimer u en série ordonnée suivant les puissances de x^ 
soient y^ y\ y, etc., des coefficients constants, et faisons 

a s=: « + >^ + >'^* H- >"^ + etc . ; 
en ayant égard aux valeurs de a, f , a:% il en résultera 

^* ==iï(;r^ (>^ + >'^ + y'^ + etc.)* 

+ ëî?r^^ ^>^ + y'"^ + ^"^ + ^*^0* + etc.; 

en égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deu^ 
membres de cette équation, on en déduira les valenrs de y^ y', y'\ etc.| 
au moyen desquelles, on aura 

ff 

et, en même temps. 



Si la fonction ^u ne décroît pas très rapidement de part ou d'autre dt 
la valeur particulière a de u, on pourra , après y avoir «uhstitué cette 
valeur de u en série, développer aussi ^u suivant les puissances de ei— «, 
et par suite, suivant les puissances de a:; on aura, de cette manière. 

Au moyen de ces diverses valeurs, l'expression en série de 
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f ' u^^\i'^iif^udu renfermera les intégrales prises depuis ^^s — » co 

jusqu'à x = 00 , de la différentielle er-'^dx multipliée par des puis- 
sances paires ou impaires de x ; les intégrales relatives aux puissances 
paires auront des valeurs connues, les autres s'évanouiront ; et les nom- 
bres i etn— I étant du même ordre de grandeur que n, la série dont il 
s'agit se trouvera ordonnée suivant des quantités de l'ordre de petitesse 

de -7-, — T=, 7= , etc. En nous arrêtant à son premier terme • et 

c'^dx est égale à s/tf^ nous aurons , 

^ 00 

d'où l'on conclut aussi 



par la permutation des nombres i et /i — L 

Si l'on désigne par cT une quantité positive et très. petite par 
rapport à V^n ; que l'on fasse 



et qu'on développe en séries les logarithmes contenus dans les ex- 
pressions de A et A', on%*ouvera A ss — J^ et A' = «T, en négligeant 

les termes de l'ordre de petitesse de —^. D'après cela, on aura 



aux quantités près de l'ordre de ^. A mesure que «T augmentera, cette 

intégrale relative à x s'approchera d'être égale à \/^; pour qu'elle 
en diffère très peu, il suiEra que cT soit un nombre tel que 2 ou 5. 



/r 
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Pour des limites / ou /' qui seront toutes deux notaUemeat plus gran- 

des ou plus petites que ^^—^^ l'intégrale relative à u serait seosiblemeat 

nulle. 

fin désignant par « «ne (jnantité positive et tt^ jkftite pi» irkppOUi 
à \/n, et ftrisant 



' = -:-v/-^^. ' = ;+'V^^'. 



nous aurons de même 



Pour des limites l et F, toutes deux notablement plus grandes ou plus 
petites que -, la valeur de cette intégrale relative à u serait sensible- 
ment zéro. 

Si les fractions "" - et- diffèrent notablement l'une' de l'autre, les 

n n ' 

premières des valeurs précédentes de / et t, différeront de même de la 
valeur - dé u qui répond au maximum de uf(i — u)*""', ce qui ren- 

tt'(i — uf^^^udu correspon* 
dante à ces limites^ et, en même temps , les dernières de ces valeurs 
de /et r différeront aussi notablement de la valeur — ^ de u rela^ 
tive au iifcia:/miim4ea^^i-^ay,ce-quî Wnd^a^ilsfei à tfè^ peti pMsXék^ 
l'intégrale / «"7'( i — uf^Udu, qui réporûd aukànWës KttÂtesv • 

(129). En substituant dans la formule (i3) les valeurs approchées 
des intégrales qu'elle contient 1 et supprimant les laMeum- oomtnuns 
au numérateur et au dénominateur , il vient 



SUR LA PROBABIUTÉ DES JUGEMENTS. 355 

pour la probabilité qu'un accusé est coupable, quand il est condamné 
à la majorité de m ou n^-^iki voix, par un jury composé d'un très 
grand nombre n de jurés. On voit qu'elle dépen^ du rapport dç i à i\^ 
ou y si l'on veut du rapport de /2-rîà i, et non pas de la différence de 
ces nombres , comme la probabilité pi qui a lieu dans le cas où la 
chance u de ne pas se tromper est donnée à priori (n° 1 19). Par exem- 
ple, si l'accusé est condamné par 1000 voix et absous par 5oo voix, 
dans un jury composé de i5oo jurés, ou bien s'il est condamné par 100 
voix et acquitté par les 5o autres, quand il y a i5o jurés, la probabi- 
lité l^i ^ }a même €t la prohabilité Pi très différei^te dans ces deux cas. 
Au contraire ; le second jury et sa décision restant les mêmes , si le 
premier jury« était composé de io5o juçés. dont 55o eussent condamné 
l'accusé et 5oo l'eussent absous, ce serait ;;, qui ne changerait pas et Ç. 
^ui pourrait bçaiiC9U|> changer. 

»• L'aconsB étaut condamné , ^ "^ Mcpasse - et - est moindre ; or , 

si Ton suppose qu'au-dessous de m = f , la fonction (pu soit sensible- 
ment nulle, c^est-à-dire si l'on regarde comme tout-k-fait invrai- 
semblfible, une chance moyenne de ne pas se tromper, qui tomberait 
au-desspus de ir 091 #eraU nipindre que celle de se tromper; 'et si, de 
plus, la fraction k n'est pas très approchante de zéro, on pourra 
négliger le second terme du dénominateur de Ci P^^ rapport au pre- 
mier; d'où il résultera^ Ci=? i , ou, du moins, une probabilité ^i très 
approchante de la certitude. * 

fin moyen des valeurs approchées des intégrales contenues dans la 

formule (la), et en supposant que letf fractions et - ne soient 

pas très peu différentes l'nne de l'autre, on aura 






pour la probabilité que dans^ le jugenieat rjçndu contre l'accusé, la 
chance u de ne pas se tromper, commune à tous les jurés,, a été com- 
prise entre les limites 



1* 
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Dans la même Jiypothèse , qui rend nulle une des deux intégrales que 
renferme le numératetir de la formule ( i a),' on aura < 



^ = 






pour la probabilité que cette chance a été renfermée entre les limites 



V '~1? ' 



- 3= • 

n ^^ 



On peut donner a cT et €, des valeurs assez grandes sans être très con-^ 
sidérables, pour que les intégrales relatives à ûc différent très peu 

de v/^ ; ^<Mrs la somme de ces deux valeurs de \ différera aussi très 
peu de l'anité ; et il sera à très peu près certain que la chance moyenne u 
a été comprise y soit entre les premières limites, qui s'écartent peu de 

la fraction —^^ supérieure à - , soit entre les dernières, qui s'écar- 

* • 

tentpeu de la fraction - moindre que -. Si Ton suppose ^ f - j insensi- 

ble ou négligeable par rapport à ^ (~~~~}> ^^ second cas sera exclu , 

et l'on pourra regarder comme à peu près certain que la valeur de u 

s'est très peu écai*tée du rappott , ou, autrement dit, que les 

chances li et i — i/ de ne pas se tromjper et de se tromper, ont été 
entre elles comme les nombres n — i et i des voix de condamnation 
et d'acquittement. 

U semblerait, d'après cela, que la probabilité ^i au lieu de se ré- 
duire sensiblement à l'unité , devrait différer très peu de la valeur de p^ 

relative huz= ~ . Mais il faut remarquer que la probabilité /^i ré-. 

pondant au cas où la chance u n*SL certainement qu'une seule valeur 
possible ; pour faire rentrer ce cas dans celui auquel répond Texpres- 
sion de ^i , il faudrait supposer que ^u n'a de valeurs autres que zéro,, 
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que daiis une étendue infiniment petite de part et d'autre de la valeur 
possible de u^ et qu'elle décroît très rapidement près de cette valeur ; 
or^ l'analyse du numéro précédent suppose essentiellement, comme 
on l'a vu , que ^u ne varie point ainsi de part ou d'autre de la valeur 

?-^- de u\ par conséquent Texpression de Ç., déduite de cette ana- 
lyse, n'est point applicable au cas auquel répond l'expression dep^ du 
n* 119. On peut d'ailleurs observer que celle-ci est comprise dans la 
formule (i5). En efiH> si l'on représente, en général, par i^ la seule 
valeur possible de u^ ^t paru un infinimeat petit positif ; et si l'on prend 
pour ^u une fonction. qui soit nulle pour toutes le& valeurs de i/, 
non comprises entre s^'^y^^ les limites des intégrales que contient 
la formule (i5) se réduiront à i^qp>i; dans leur étendue^ les facteurs 
m""*(i — «y et «'(i — !<)■•' seront constants; en les faisant sortir hors 

des signes /, et supprimant ensuite Tintégrale / ^udu qui se trou- 

vera facteur commun au numérateur et au dénominateur de la for- 
mule (i 5)9 elle coïncidera avec la formule (7) aj^iquée à 1^= p* 

Si les deux fractions et - ne différaient pas sensiblement Tune 

de l'autre, et que Toii prit €=J^, les valeurs précédentes de A|^^ rap- 
porteraient aux mêmes limites de la chance u \ mais leur valeur com- 
mune différerait des précédentes, et serait indépendante de k et égale 

à -yz. f er^'^doc, parce que, dans ce cas particulier, les deux inté- 
grales contenues au numérateur de la formula (la) sont sensiblem^t 
égales, ainsi que belles qui se trouvent à son dénominateur. 

(i3o). Pour déterminer les valeurs approchées des intégrales que 
renferment les formules (14)9 il faudra exprimer celles de U|et Y^au 
moyen des formules (11), ^ 

La première de celles-ci ayant lieu quand surpasse . , et 

la seconde dans le*cas contraire , il s'ensuit que la premi^ subsistera 

depuil lisEso jus<pi'à usza, éîTla seconde depuis iissa jusqu'à i^ssr,. 

■ 

en prenant h powtn 4- 1 et £9iisant = a. D'après Téqu^tion qui 

détermine la quantité 6 contenue dans ces formules (i i), on aura 



<■, , 
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II' 



c'est-à-dire la même équation qu'on avait tout-à-l'heure entré uei x, 
et de laquelle on tirera 

Mais 6 devant toujours être une quantité positive (n*i 31), ses valeurs es- 
ront 6s=oo , fiszo, 6«isoo , pour u;=io, uz=ià\ U7=. i : la variables 
croissant depuis u^at^ Jusqu^à ci ss a ^ la variable fi décroîtra depuis 
6 se GO jusque dsso; et {^ croissant de nouveau depuis £i=a jtisqu'à 
iie= ly cette même variable 8 croîtra depuis d=o jusqu'à 6's= oo . 

Cela posé, nous aurons, d'après les formules (11), 

On obtiendra y en séries convergente^ , les valeurs de ces intégrales , 
simples et double^, relatives à 6, en substit\iant cous les signés f la 
série précédente à la pl^cç de u^ son coefficient différentiel fiu lieu de 

^ , et développant aussi ^u en série , ce qui supposée que cette fonc- 
tion ne varie pas très rapidement de part ou d'autre de la valeur par- 
ticulière ûL de u. Si fou néglige les termes de l'ordre de petitesse dé 

i, ou fera ,i,ppi,px^nt 

^+Ôv/~r^» 5J=V -^' f#.^^*- 



Le ra4icar \/^-^^r-^ sera ^SjBept4)le diji^putle sigafi^i op prendra 

le^tiipi$|^)^p(Btttdao&^ iaAégndes.ràlf^ranaUe^flstcnH^ et 
le signe inférieur dans celle oà elle est décroissante ; en changeant 
ensuite le signe de ces dernières , et intervertissant Tordre de leurs 



signe 
limites, nous aurons 
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et en ajoutant ces deux formules , il en résultera 

En général, si Ton désigne ipâr a et â, deux valeurs de u telles que 
Ton ait a < a et a^ > a, et que Ton représente par b et b^ les valeurs 
positive!» dfe ft (fui MpohdètftSkàïîîâik et ii^'â^, ott àut%» afù degî^ 
ci'appiyntittAtîon «& nodiâ nôtib arrêtons , 



Par le procédé de l'intégration par partie, on a d ailleurs 

/.*'(yr--'*')'«=*'/r--'*'+i-j'-'-' 

et , par conséquent , 

Je mets actuellement Y^ àla place de U^ dans les formdes (i i)^ et j'y 
cbange,en conséquence, u en i— u(n* 1 18) «La première aura lieu quand 

-^surpassera -qj^-;Tj-.,G'ert-à-diredcpui8w==:i — a jusqu'à tt==i,en 

prenant n pour n -f- ^ # et £aiisant toujours et s= — -. La seconde sub • 

sistera depuis u:=o jusqu'à u:=: i — a. En représentant par 6' ce que 
devient 6 par le changement de uëù \ — ii, et continuâtït dé négliger 



36o RECHERCHES 

les termes de Tordre de petitesse de - , nous aurons d'abord 

et, par conséquent , 

j y,jpuduz=i Ç '^çudu. 

Ensuite, si a' et a'^ sont deux valeurs de u telles que Ton ait a'< i«— « 
et a',> I — «t, et si Ton désigne par b' et b'^ les valeurs positives dé fl', 
tirées de l'équation 



et qui répondent ku=:a^ et u =ssa\j on aura aussi 



(i3i). Les valeurs approchées des intégrales contenues dans les for- 
mules ( 1 4) étant ainsi déterminées , nous aurons 

k I ^udu 



J » J o 

pour la probabilité que l'accusé est coupable, après qu'il a été condamné" 
par un nombre de voix au moins égal à n — i, dans un jury d'un très 

grand nombre n de jurés. Le rapport et ou -^ étant alors plus grand 
que - y si Ton suppose la fonction ^u insensible ou nulle pour les va- 
leurs de u moindres que -, l'intégrale / ^udu le sera aussi, et si 
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k n'est pas une très petite fraction, la valeur de Z, sera sensiblement 
égale à Tunitë. Dans le cas de ^(i — ié)=^{^ pour toutes les valeurs 
de u, on aura 

/ çuduzss — f 9(1— ié)d^= 1 ^udui 

ce qui réduira la valeur de Z, à A:, comme cela doit être. 

Si Ton prend a = i — a et a'^ = a , les valeurs correspondantes b 
et V I de et fi' seront égales; en les désignant par c et ayant égard 
à ce que et représente, c sera la quantité positive déterminée par 
l'équation 

( w _ if i^i =- 1' (/i ^ /)— 'e--* ; 
on aura 

d'où il résultera 

pour la probabilité, dans la condamnation dont il s'agit, que la chance u 
de ne pas se tromper^ commune à tous les jurés, a été comprise 

• • 

loutre i — « et a, c'est-à-dire entre - et ^ Cette probabilité 

est très ÉBiible à cause du facteur très petit y ^* ^^ '^ : il s'en- 
suit qu'il est au contraire très probable que la chance u a été , ou 
plus grande que a , ou plus petite que 1—- a. 

Pour le vérifier, je prends a^= 1 et rt/ = 1 , les valeurs corres» 
pondantes de 6 et 6' sont 6^ = ao et b/s^co; il en résulte 






//* 
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si , de cette deniièi^ intégrale , on Retranche la valeur précédente 

âe r^^iÇudu, a vient 



et, au moyen des valeurs de / V.^udu et fY^udu^ on aura 



— 



— f 



M — ^ /•! Tm^z; 

pour la probabilité que la chance u était comprise entre ussia et 
u = i , ou supérieure à a. Je prends aussi asto et a'=oi on aura 
b z=:co et 6' = 00 ; il en résultera 

j o 2 V ^n^ 

de cette dernière intégrale, je retranche la valeur précédente de 

/U^^u^i^i ce qui donne 

et des valeurs de T M.^udu et | \,çudu, on conclut 

pour la probabilité que la chance u a été comprise entre li = o et 
u^z i — a, ou inférieure à i -^ a. La somme des deux derâières va- 
leurs de Y. est à très peu près égale à Tunité; ce qu'il s'agissait de 
vérifier. Quand les valeurs de Çu , relatives k u^{, sont nulles ou 
insensibles, la dernière valeur de Y. est trèsi. petite, et la précédente 



V 
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très peu différente de la certitude. Daos tous les cas, la somme des 
trois valeurs de Y, qu'on yient de calculer est, comme cela doit être , 
égale à un. 

(i3:i). Lors même que le nombre n des jufés est très grand, on est 
donc obligé, d'après ce qui précède, de faire une hjrpothèse sur la 
fonction Çu^ ou sur la loi de probabilité des chances de ne pas se 
tromper, pour pouvoir conclure la probabilité qu'un condamné est 
coupable, des nombres n — i et i des jurés qui ont voté pour ou 
contre lui. A plus forte raison, cela est-il nécessaire, dans le cas ordi* 
naire, où le nombre n n'est pas très considérable. 

L'hypothèse que Laplace a faite pour cet objet, consiste à supposer 
que la fonction ^u soit zéro pour toutes les valeurs de u moindres que 

- , et qu'elle ait une même valeur pour toutes celles de u qui sur- 
passent - ; ce qui revient à dire que toute chance de ne pas se trom«<- 

per moindre que la chance de se tromper est regardée comme impos- 
sible , et que les chances de ne pas se tromper plus grandes que celles 
de se tromper sont toutes également problables. Elle est permise; car 

on satisfait à la condition / ^udu=zi^ de la manière qu'on a expliquée 

précédemment (n* 1 23) : la moyenne des valeurs possibles de u, ou 

/^ i ' • • I 3 

/ upudu^ serait alors comprise entre - et -^ et dépendrait dé la valeur 
de^a, pour «>-. 

Dans cette hypothèse, ^u étant zéro pour u < ^, et une quantité 
constante pour u > - , les limites des intégrales que renferme la for- 
mule (i3) se réduiront àii==oetié=>; on pourra faire sortir ^u 
hors des signes f ; et comme on a 

3 

cette formule deviendra 
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k f' ù^'(i-^uy du 

r.= "^ 






en supprîmant le facteur constant ^Uj qar serait commun à son nu-^ 
raérateur et à son dénominateur. 

Laplace n'ayant point eu ëgard à la probabilité k de la culpabilité 
avant le jugement, il faut, pour £Eiire coïncider cette formule avec la 
sienne, supposer que cette culpabilité ne soit ni plus ni moins pro- 
bable que la non-culpabilité ,^ et faire, en conséquence, A: s-^ ce qui 
donne 

r/tt«-^(i — uydu 
On aurait donc aussi 






ou bien , en effectuant les intégrations ^ 

n4- i.n.n - I . . . .n — i + a 



)• 



(,5) 



pour la probabilité que l'accusé n est pas coupable, lorsqu'il a été 
condamné à la majorité de n— m* voix dans un jury de n jurés. 

Cette dernière formule est, en effet, celle de Laplace (*j^ La 
quantité comprise entre les parenthèses, se compose de i + i 

(*) Premier supplément à la Théorie analytique dei probabilités , page 33. 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 365; 



•-t-i 



termes y et se réduit à Funité dans le cas de i=?o; d'où il résulte 

pour la probabilité de Tendeur d'une condamnatioa prononcée à Tuna- 
nimité. En ne prenant pas A: = ^, et faisant is=:o, on aurait 

quantité plus petite ou plus grande qufe -^^, selon que k surpasse - 

ou est moindre. 

Dans le cas ordinaire de 7i=:f2y si Ton fait successivement 
i = o, = I, :±=!ii^= 5, =4y =^5, la formule (i 5) donne les frac- 
tions 

r iCj 9a 378 1093 2Î(8o 

819a' 819a' «193' 819a' Sîgâ' 8192* 

pour la probabilité de Terreur des condamnations prononcées par les: 
la juré^y par ri contre i, par lo contre a, par g contre 3, par 8 
contre 4» P^r 7 contre 5. A la plus petite majorité, la probabilité de 

Terreur serait presque égale à -; de sorte que sur un très grand 

nombre d accusés, condaûmés à la majorité de sept voix contre cinq, 

il serait très probable que les deux septièmes n'auraient pas dû l'être :^ 

ceserait à peu près un huitième à la majorité de huit yoix contre quatre. 

En appliquant Thypothèse de Laplace à la formule (la); désignant 

par i" une quantité positive et qui n'excède pas -^ ; et faisant k^si-^ 
/ssi, /'ïsai ^S^y on trouve 



/, 



'!*"-'( 1— «y du 



J ' uf-'Xi—uydu' 

pour la probabilité qu)& h chance n de ne pas se ti*omper, qui nV pas 
pu, suivant Thypolhèse, s'abaisser au-dessous de -, a été comprise 
entre ' et - + cT ^ dans une condamnation prononcée par /z — i contre 



566 RECHERCHES 

/ jurés. Les intégrations s'effectueront sans difficulté. Dans le cas de 
iz=zo, ou de l'unanimité, on aura 



««Vl • , L vB-4-1 



Si Ton prend y par exemple, /2 3=i2 et cr = 0,44^^ ^^ trouve, ^ 
très peu près A/=: -, de sorte qu'il y a un à parier contre un que la 

chance u a été comprise entre o,5, et 0,948. En faisant J^ss ^, et ne 
supposant pas i=o, on a 

>, = ji, [5"' - . + l±i 15" - 5) + l±i:;: (5- - 5-) + . . . . 

+ """.-.;.v.v.r'^ -p-'--^-)3' 



• . • • 



pour la probabilité qc^e la chance u a été comprise entre- et ^, ou 

plus rapprochée de - que de l'unité. Pour n=ia et i=5, layalenr de 

cette quantité est 0,915. • . .; en sorte qu'il y a un peu plus de dix k 
parier contre un, que dans le cas de la plus petite majorité, cette 

chance u a été au-dessous de 7. 

(iS5). Puisque la formule (1 5) est déduite d'une autre dans laquelle 
la chance u de ne pas se tromper était la même pour tous les jurés ^ 
cette quantité ne saurait être, quoique Laplace ait omis de le dire, la 
chance propre à chacun des n jurés qui ont jugé l'accusé; elle doit 
représenter la chance moyenne relative à la liste générale sur laquelle 
ces n jurés ont été pris au hasard (n^ 122). Sur cette liste, il y a sans 
doute des personnes pour lesquelles la chance de ne pas se tromper, 

au moins dans les affaires difficiles, e$t au-dessous de -, ou moindre 

que la chance de se tromper. L'hypothèse de Laplace exige donc que 
leur nombre soit assez peu considérable pour ne pas empêcher la 

chance moyenne d'être toujours plus grande que -. L'illustre géo- 
mètre suppose , en outre ; qu'au - dessus de - , les valeurs de cettjB 
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chance 9 depuis u= - jusqu'à 1^=1, sont toutes également probables. 

La seule raison qu'il donne de cette double supposition est que ropi-- 
nion du juge a plus de tendance à la vérité qiCà terreur. Mais, en 
partant de ce principe, on en conclurait seulement que la fonction ^u 
par laquelle nous avons exprimé la loi de probabilité des valeurs de la 
chance moyenne^ doit être une plus grande quantité pour les valeurs 

de u qui sont au-^dessus de - que pour celles qui sont au-dessous; con-^ 

dition qui petit être remplie d'une inflnité de manières différentes > 

sans qu'on soit obligé de supposer ^i£=o pour li ^ -, et cette fonction 

^u constante pour u^ •-• L'hypothèse que nous examinons n'est donc 

pas suflisamment motivée à priori f et, comme on va le voir, les con- 
séquences qui s'en déduisent la rendent tout-à-fait inadmissible. 

En e£fct, la formule (iS), qui est une de ses conséquences néces- 
saires, ne renferme rien qui dépende de la capacité des personnes por- 
tées sur la liste générale des jurés; quelqu'un qui saurait, par exemple, 
que deux condamnations ont été prononcées à une même majorité, et 
par des jurys dW même nombre de jurés, mais pris sur deux listes 
différentes, aurait donc la même raison de croire que ces deux juge- 
ments sont erronés^ quoiqu'il sût que les personnes portées sur l'une 
des listes ont une capacité bien supérieure à celle des personnes portée? 
sur l'autre; or, c'est déjà ce qu'il est impossible d'admettre. 

La fraction -étant plus petite que-^ quand l'accusé est condamné 

à la majorité de n -— f voix contre 1; la quantité ^T-y est zéro ou 

insensible daits l'hypothèse que notis examinons, ce qui rend la 
probabilité 2fi de la culpabilité du condamné très approchante de 
l'unité, lorsque le nombre n est très grand, et quel que soit l'excès 
de n-^i sur i (n* 129). Ainsi, par exemple, en supposant le jury 
composé de looo jurés, et Taccusé condamné par Sno jurés et ac- 
quitté par 480, on devrait regarder comme à peu près certain le 
l^t de sa culpabilité, quoiqu'il soit nié par ces 480 jurés, pour 
lesquels on suppose que la chance de ne pas se tromper a été la 
même que pour les 5 30 autres; conséquence qui suffirait pour faire 
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rejeter rhypothèse d'où elle est déduite; car personne, ëvidemnieQt, 
n'accorderait une grande confiance à un tel jugement , et surtout la 
même confiance qu'à celui qui serait prononcé à la presque unani- 
mité par les looo jurés. Dans cette hypothèse, si la capacité des per- 
sonnes portées sur la liste générale des jurés vient à changer, si elle est 
plus grande dans un pays que dans un autre, si elle est différente pour 
différentes sortes d afTaires, la probabilité des chances de ne pas se trom- 
per augmente suivant le même rapport, pour celles qui se rapprochent le 

plus de Tunité et pour celles qui diffèrent le moins de - ; or, tel n'est pas 

ce qui a lieu réellement : quand cette capacité augmente, par une cmtise 
quelconquie, les chances de ne pas se tromper les plus voisines de la cer- 
titude acquièrent une probabilité plus grande que celle qu'elles avaient 
auparavant; et le contraire a lieu à Tégard de celles qui s'éloignent le 
plus de l'unité. En prenant pour ^ une fonction qui puisse remplir 
ces conditions, et qui ne soit pas d'ailleurs absolument nulle ou insen- 
sible au-dessous de. i^=- , on fera disparaître les difficulté que nous ve- 
nons d'indiquer; mais elles sont insuffisantes pour déterminer la fonc- 
tion pu : une infinité de formes différentes de cette fonction continue ou 
discontinue, satisfont à ces conditions, et conduiraient à, des valeurs 
très inégales de la probabilité ^. , exprimée par la formule ( 1 3), pour un 
même nombre n de jurés, et une même différence entre les nombres 
n — i et I. ♦ 

Ainsi , d'après la connaissance de ces nombres dans une condamna- 
tion isolée, et soit que l'on suppose la probabilité antérieure k égale à - 

ou a toute autre fraction, on ne peut pas, comme nous l'avons déjà dit, 
déterminer la probabilité réelle de la bonté de ce jugement, qui dépend 
de la chance de ne pas se tromper, propre à chaque juré et que no^s ne 
pouvons pas connaître; mais on doit aussi regarder comme impossible 
de calculer ce que serait cette probabilité, pour quelqu'un qui saurait 
seulement que les n jurés ont été pris au hasard sur la liste générale, et 
pour qui la raison de croire à.la bonté du jugement ne dépendrait plus 
que de la chance moyenne de ne pas se tromper, relative à cette liste 
et commune aux n jurés (n* 122^ ; car, pour ce calcul, on serait obligé 
de faire, sur la loi de probabilité des valeurs de la chance moyenne de- 
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puis zéro jusqu'à l'unitc, une Iiypolhèse particulière, qui ne serait ni 
celle de Laplace, ni aucune autre que l'on pùl sufTisamment motiver. Si 
doncjil n'avait été rendu qu'un sculjugement par des jurés pris sur cette 
liste, les formules précédentes ne sciaient susceptibles d'aucune applica- 
tion utile; il en seraitencorc de même, s'il avait été rendu un nombre peu 
considérable de jugements; mais nous savons, au contraire, que de très 
grands nombres de condamnations et d'acquittements , dans des pro- 
portions connues, ont été prononcés par desjurj's pris successivement 
au hasard sur une même liste générale; or, c'est sur cette considération 
qtt'esl fondée, comme on va le voir, l'application des formules (4), (5), 
'6), (7), (8), ((}), (lo), qui ne contiennent que deux constantes incon- 
nues kel u, et n'exigeront, en conséquence, que deux données de l'ob- 
servation. La détermination de ces données va d'abord nous occuper. 

( 1 34). La liste générale des citoyens qui peuvent être jurés contient 
un nombre quelconque de noms; chaque jury se compose de »jurés; 
on a tiré au sort sur la liste générale, les jurys d'une ou plusieurs au- 
nées, qui ont jugé un très grand nombre^ d'accusés; et l'on représente 
paf fi, , le nombre de ces accusés que ces jurys ont condamnés à la majo- 
rité d'au moins ri — ( contre i voix ; ce qtii suppose que i soit zéro, ou un 
des nombres moindres que la moitié de n. La chance d'une telle con- 
damnation, avant que l'accusé fût jugé, a dû varier d'un jugement à un 
nuire; mais, quelle que soit cette variation , la moyenne des valeurs 
inconnues de cette chance qui ont eu lieu dans les fi jugements pro- 
noncés, a été très probablement et à très peu près égale au rapport 
- (""gS). De plus, les valeurs de cette chance moyenne et de ce rapport 
varieront très peu avec le nombre ,1/. supposé trcs grand; et, si ck nom- 
bre augmente encore déplus en plus, elles convergeront indéfiniment 
vers une constante spéciale, qu'elles atteindraient si f* pouvait devenir 
infini, sans que les causes dîveiscs d'une condamnation à la majorité 
dont il s'agit, vinssent à éprouver aucun change ment. Cet le quantité spé- 
ciale, que je représenterai par R,, est la somme des chances que toutes 
les causes possibles de cette condamnation, ou de l'événement que nous 
considérons, donnent à son arrivée, multipliées par les probabilités res- 
pectives de ces mêmes causes (n" 10.^). Il serait Impossible d'en faire l'é- 
numcration et de calculer à priori leur influence; mais ces causes ue 



• . 
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BOUS sont pas nécessaires à connaître : il nous jsuffit de supposer <||i'eU^ ^ 
ne varient ni dans leurs probabilité respectives, ni dans les chances ^. 
qu'elles donnent aux condamnations; et l'observation marne nous figm 
connaître si cette supposition est conforme à ta vërité. D^msCecssy en 
désignant par a^, le nombre des condamnations à la majprilë d*ltu moins 
n — i contre i voix, qui ont eu lieu pour un autre très grand nonibre u' 

d'accusés, la différence —! — — sera très probablement une fiiès^petite 

fi, fA 

fraction (n^ 109); et si, au contraire, elle n'est pas très petite. On senst 
fondé à croire que, dans l'intervalle des deux séries de jugements, Jl est 
survenu quelque changement notable dans les causes des condamna- 
tions. Le calcul ne peut, au reste, que nous avertir de l'existence de ce 
changement, sans nous en faire connaître la nature. 

Ce que nous disons k l'égard des condamnations prononcées à la 
majorité d'au moins ?i — / contre i voix, convient également à celles 
qui ont eu lieu à cette majorité même de n — i contre /• Si l'on 
désigne par 6|, le nombre de celles-ci pour le nombre fi d'accusés, 
il y aura aussi une constante spéciale que je représenterai par Ti, dont 

le. rapport -^ s'approchera indéfiniment à mesure que f& augmentera 

encore de plus en plus, et qu'il atteindrait si fi pouvait devenir 
infini^ sans que les causes des condamnations éprouvassent aucun 
changement ; et si b'i est ce nombre de condamnations pour le nombre 

fj(! d'accusés, la différence -4- sera très probablement une frac- 
tion très* petite. On aura évidemment 

Ui =: bi -jr bi^i + ^i-à + -f- bo9 

. a/ = b/ -f- W^^ + */-. + + *'o, 

Ri = ri + n^, -f- n-. + -f- ^.• 

Cela posé, prenons pour et une quantité positive très petite par 
rapport à y/fi et v//u' , et faisons 

D'après les formules du n» ii3, cette quantité P sera la proba- 
bilité commune à certaines limites des deux inconnues Rf et Ti , et 
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dès diflTërences % — — et -i -. savoir : 

f^ ê* J* f^ 



\/^^, (a) 

pour la preitiière inconnue , 






pour Ta seàoilde inconnue ; 






■1. 



V/^^ + ^^^^^^ , (c) 



-T7 ir ^- • ^ 



pour la première différence, et 

pour la fleuxième. 

ToiAes cImir^s d'ailleurs égales, à mesure que ft et /â/ augmen^ 
teront j les amfditudes de ces limites décroîtront à peu près sui- 
vant, la raison inverse des racines carrées de ces grands nombres, 
^re& qjH^e ai et ^i^ croîtront à . peu près comme le nombre (a, et 
%j^ne a/ et &/ croîtront de même avec /a'. Elles auront aussi d'au- 
«tantmoi^s d'étendve que la quant^ité a sera plus petite; mais leur 
probabilité JP dimiinuera en mêmie temps que eu 

(i55)i Toutes les données numériques dont je vais faire usage 
sont ticéés^ comme je Tai dit dans le préambule de cet ouvrage, .i 

des Comptes généraupc de ,r ^dmimstration de la justice criminelle j 
publiés par le Gouvernement. 

Depuis 1825 jusqu'à i85o inclusivement, les nombres des affaires 
soumises annuellement aux jurys, dans la France entière, ont été 

5i2i, 55oi , 5287, £721, 55o6, 5o68; 

et les Bombi^s des accusés, dans ces procès criminels, se sont 
élevés à 

6652, 6988, 6929, 7596, 7575, 6962; 

ce qui fait chaque année, à peu près sept accusés pour cinq affaires. 



/_ 



1 
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■ 




Les nombres des coodamnés à la majorito d'au moins sept voix 








contre cinq, ont clé, dans ces mêmes années , 




p- 




4n57, 4548, 4256, 455 1 , 4475, ii5o; 






• 


d'où il résulte , pour les rapports de ces derniers nombres aux 
précédents , 


i 






0,6068, 0,6222, u,Gir3, o,6i53, 0,6069, o.5g3a; 


-, 






où l'on voit déjà que ces rapports annuels ont 1res peu varié, dans 
cet intervalle de six années pendant lesquelles la législntîon crimi- 


; 




. 


nelle n'a pas changé. 








Je prends pour /x. la somme des nombres des accusés pendant ces six 








années, et pour as celle des nombres correspondants des condamnés. On 








aura 

fx = \ a3oo , «s = 35777 ■ 


'' 






au moyen de quoi lesJimîtes (à) deviendront 

0,6094 z^ a. (o,oo535); 

et S! l'on fait a ^ 2, par exemple, on aurn aussi 

P = 0,9953, 

pour la probabilité, 1res approcliante de la certitude, que l'inconnue 

Rj et la fraction 0,6094 ne diffèrent pas de 0,0067, ''"«e t^e l'autre. 

Si l'on partage les six années que nous considérons en deux pé- 


i 


ft 




riodes égales, dont l'une comprenne les trois premières années et 
l'autre les trois dernières , on aura pour les nombres des actu^és, 

^ = 20569, ^' = 2173»; - _^_ _' 




m 


■» 


et, en même temps, pour ceux des condamna, 

as= 13631, a's^i3i56; 
d'où il résulte 

^ = 0,6 1 56 , ^ = o,6o54 . -' — y = 0,008a. 
Or, les limites (c) de cette différence seront 
ipa (o.ooÛTih 

-I- \j ..y /\ - ..».^-..>i as^,.,-- 








< 


* 






^ J 


1 
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en prenant a = 1,3, elles deviendront zf. o,oo8o5 ; et l'on aui-a 

P = o,gio3, 1 — P = 0,0897. 
Il y aurait donc à (rès peu près dix à parier contre un que la diâëreace 
des deux rapports — et -;^ tomberait entie les limites^ o,oo5Jo!l; el 
quoique, abstraction faîte du signe, la différence observéeio,oo83 s'en 
PCarle unpen, l'écart et la probabilité F qu'il ne devrait pas avoir lieu, 
ne sont point assez considérables pour qu'on soit bien fondé à croire 
qu'il y ait eu quelque cbangement notable dans les causes. 

Pendant l'année i83i, le nombre des in^lividus jugés par lesjurjs 
s'est élevé à 7G0G, et celui des condamnés à 4098. La loi exigeait alore 
la majorité d'au moins huit voix contre quatre pour la condamnation; 
a cette majorité, on avait donc 

^« = 7606, «^ = 4098, -^=0,5388. 

Excepté la majorité exigée, si les autres causes qui influent sur les 
jugements des jur^s ont été les mêmes dans cette année que dans le^ 
précédeoles, en aura ta valeur du rapport — en i-etrancbant de la va- 
leur dé — celle de —, c'est-à-dire en retranchant o,5388 de la fraction 
o,6o94) trouvée plus haut; ce qui donne 

''5 i? 

— = O.O'JQb. 

f ' 

Pour vérifier ce résultat, j'observe que depuis iSaS jusqu'à i83o, ta 
loi prescrivait l'inlervention des juges composant la cour d'assises, 
toutes les fois que la décision du jury était rendue à la plus petite 
majorité de sept voix contre cinq; or, on trouve, dans les Comptes- 
généraux, que pendant les cinq dernières de ces six années, cette in- 
tervention a eu lieu des nombres de fois à peu près égaux, savoir : 

398, 5^3, 375, 395, 573, 

ou, au total, dans 1911 affaires; mais ou ne fait pas conualtrc le 
uombre des accusés auxquels ces affaires se rapportent. C'est donc au 
nombre des affaires jugées pendant les mêmes années, et non pas à 
celui des individus mis en jugement, qu'il faut comparer ce nombre 
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donné 191 1 : dans cel intervalle de cinq années, le nombre total des 

aB'nires criminelles s'est élevé à a6H83; on a donc tu à la fois 

/A=a6885, 61=1911; 
d'où il résulte 

— ^0,071 1 : 

ce qui diffère très peu du résultat précédent. Cel accord entre les deux^ 

valeurs de —, montre que dans l'année 1 83 1 , les probabilités u et k dont 
n * 

ce rapport dépend, sont restées à trt-s peu près les mêmes que dans les 
années précédentes. Toutefois , ou doit remarquer que le calcul de la 
dernière valeurest fondé sur l'hypotlièse que le nombre des condamna 
a la majorité de sept voix contre cinq, est au nombre lolal des accusés, 
comme le nombre des affaires oii cette majorité a eu lieu, est au nombiv 
total des affaires; proportion que l'on ne peut pas justilier à priori , 
faute de données qui ne se trouvent pas dans les Comptes généraux. 
Dans les années i832 et i835, les nombres des accusés, défalcation 
faîte des affaires jjolitiques , ont été ySSS et 6964* La différence coasi* ' 
dérable qu'ils présentent provient d'une nouvelle disposition législa- 
tive , d'après laquelle, eu i855, plusieurs genres d'affaires ont été 
enlevés aux cours d'assises et renvoyés à la police correctionnelle. Les 
nombres des condamnés, à la ni.ijorité d'au moins huit voix con^e 
quatre comme en i85i , se sont élevés à 444^ tJ' 4'o5; d'où il ré- 
sulte pour ces deux années^ 

1* = 0,5887, ~ =o,58o5. 

Ce?* rapports diflêrent, comme on volt, très peu l'un de l'autre; mais « 

leur moyenne o,5888 surpasse la valeur o,5388 de —, qui avait lieu en 

!83i, de o,o5, ou d'environ un dixième de cette valeur; ce qui se- 
rait hors de toute vraisemblance, d'après les limites (c) et leur proba- 
bilité P, s'il n'était survenu aucun changement dans les causes qui 
peuvent influer sur les votes des jurés. La législation criminelle a 
subi , en cQ'ut, uo tel changement, qui consiste dans la question doi 
circonstances atténuantes , posée aux jurys depuis iSSa; question qui 
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eatra|ne, dans le cas de l'aHirmaliTe, une diminution de pénalité; ce 
<|ui a rendu les condamnations plus faciles et plus nombreuses. 

(i5*)). Les dilTcrents rapports que nous venons de calculer pour 
la France cntièi'e, ne sont pas les mêmes pour toutes les parties du 
royaume; mais si l'on excepte le département de la Seine et quelques 
autres départements, les nombres des aflairts criminelles qui ont été 
jugées en quelques années ne sont pas assez considérables pour que IVm 
en puisse déduire , avec une probabilité suffisante et pour chaque res- 
sort de cours d'assises, la quantité constante vers laquelle doit con- 
verger la rapport du nombre des tondamnés à ceini des accnsés. Voici 
les résultats relatifs à la cour d'assises de Paris. 

De 1835 à i85o, les nombres d'Individus qu'elle a jugés annuelle- 
ment ont été 

802, 824, 675, 868, Q08, 8q4; 

et ceux des condamnés 

567, 5a7, 4^6, 559, 604, 484 ; 

te qui donne pour les rapports des uns aux autres 

o,70TO j o,63g6 , o,G4.')g , 0,6440 , o,6653 , 0,6020. 

En prenant pour ^ la somme des six premiers nombres, et pour «5 
celle des six nombres suivants, on aura 

f* = 488i, rtj= 5177, —=0,6509. 

D'après les nombres 4^500 et 35779 d'accusés et de condamnés, relatifs 
à la France entière, pendant les mêmes années, nous avons trouvé 
que ce rapport doit diEFérer très peu de o,6og4 ; fraction moindre que 
la précédente, de 0,0416, on d'environ un quinzième de sa valeur; or 
les limites (c) et leur probabilité P rendraient un tel écart lout-à-fait 
invraisemblable, s'il n'y avait pas, pourle déparlement de la Seine, une 
cause particulière qui rendit les condamnations plus faciles que dans le 
l'esté de la France. Quelle est cette cause? C'est ce que le calcul ne sau- 
rait nous apprendre. Toutefois, nous ferons remarquer que dans ce 
département, dont la population est à peine un trenle-i^ixième de celle 
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du royaame, le nombre des accusés surpasse un neuvième de celjii qui 
» lieu, pour un même intervalle de temps, dans la France eolière; en 
sorte qu'il est proportion nellenicnl quatre fois aussi ^rand; circonstance 
qui rend la répression des crimes plus nécessaire, et qnî , peut-être 
pour cette raison, est cause d'une plus grande sévérité des jurés. 
Au moyen de ces valeurs de /a et 05 , les limites fa) deviennent 

0,05 09 ^ a (0,00965) ; 

et si l'on prend « = 3, on aura 

P = o,99552, I —P = o, 00468; 

c'est-à-dire plus de 300 à parier contre un, que l'inconnue Rs ne diffère 
de o,65og, que de o,otg3, en plus ou en moins. 

I.e dernier 0,6020 des six rapports cités plus haut étant notablement 
moindre que la moyenne des cinq autres, il y a lieu d'examiner si 
cette ditTérence indique su flisam m eut l'existence de quelque cau^c par- 
ticulière qui aurait rendu les jurés moins sévères en i85o que dans les 
années précédenles. Or, en prenant pour ^ et a^ les sommes des nom- 
bres d'accusés et de condamnés dans le flépartement delà Seine, de- 
puis i8a5 jusqu'à tSîf), et pour fi' et n's les nombres relalil's à l'an- 
née i85o, on a 

w=: 40771 05 = 2693, ^'=S0|, rt'5 = 48/j; 
d'où il résulte 

^ = o,66o5, ^ = 0.601g, "-= — ^ = o,o58^. 

Les limites (c) deviennent aus»i 

qp «(0,02657); 

en sorte qu'en faisant a = 2, il y aurait plus de 200 à parier contre un 
que la différence des rapports - et — ' n'aurait pas dû excéder o,o53 14 ; 
elle a surpassé celte fraction, d'à peu près un 1 o* de savaleur; on peu t donc 
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croire qu'il y a eu à cette époque quelque anomalie réelle dans le& 
votes des jurés; et la cause de cette auomalie^ qui les a rendus un peu 
moins sévères, a pu être la Révolution de i85o. Cette cause, quelle 
qu'elle soit, parait avoir agi sur les jurés de la France entière; car, 
en i83o, le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés dans 
tout le royaume, s'est abaissé à près de 0,59, tandis que sa valeur 
moyenne avait été 0,61 pour les cinq années précédentes. 

Depuis 1826 jusqu'à i83o inclusivement, le nombre des affaires 
criniinelles s'est élevé, dans le département de la Seine, à 2963; et 
duns ce nombre il y a eu Ï94 affaires où la condamnation par le jury 
a été prononcée à la majorité. de sept voix contre cinq, et où k cour 
a du intervenir. En prenant le rapport de 194 à 3963 pour la valeur 

de -^, on aura donc 



^5=^o,o655; 

quantité un peu moindre que la valeur du même rapport pour la 
France entière. 

(i37)« Si nous considérions séparément, comme dans les Comptes 
généraux f toutes les espèces de crimes dont les cours d'assises ont eu 
à s'occuper, les nombres d'accusés et de condamnés pour chaque es- 
pèce en particulier, ne sersûent pas assez grands pour donner lieu à des 
rapports constants, et servir de base à nos calculs. Mais dans ces Comptes, 
on a aussi groupé toutes les afi*aires criminelles en deux classes, dont 
l'une renferme les crimes contre les personnes, et l'autre les crimes 
contre les propriétés ^ et ces deux grandes divisions ont présenté an^ 
nuellement des rapports très différents l'un de l'autre, mais à peu 
près invariables pour chacune d'elles. Ce sont ces rapports que nous 
allons citer. 

Pendant les six années comprises depuis 1825 jusqu'à i83o, les 
nombres des accusés de crimes contre les personnes , ont été , pour la 
France entière , 

'897^ ^907» '9'^* ï844, 1791, 1666, 

et contre les propriétés 

^8 
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4755, 5o8i, 5oi8, 5552, 558a, 0296; 

les nombres correspondants des condamnés, sous Tempire d'une même 
législation criminelle, se sont élevés à 

882, 967, 948, 871, 854, 766, 

pour les crimes de la première espèce, et à 

5i55, 358i, 5^88, 368o, 564i, 3564, 

pour ceux de la seconde. De là, on déduit « 

0,4649, 0,5071, 0,4961^ 0,4725, 0,4657, 0,4598, 

pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les personnes, et 

o,6635, 0,6654, 0, 6552, X -0,6628, o,6523, o,6552, 

pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les propriétés; où Ton voit que les uns et les autres 
n ont pas beaucoup varié d'une année à une autre, m^^is que les der- 
niers excèdent notablement les premiers. 

En prenant pour (a et a^ les sommes des nombres d'accusés et 
de condamnés dans le cas des crimes contre les personnes, et pour 
fi* et €^s leurs sonàraes dans le cas des crimes contre lefs propriétés, 
nous aurons * 

ft =211016, ^5=5268, ffc' = 51284, a's = 20509; 
d'où il résulte ces deux rapports : 

1* = 0,478a , ^ = o,6556 , 

dont le second surpasse le premier d'un peu plus du tiers de ce- 
lui-ci. Au moyen de ces nombres, on trouve 

0,4782 =f: «(0,00675) 

pour les limites (a) de l'inconnue R5 , relative aux crimes contre 
les personnes, et 

0,6556 qp CL (o,oo38o) , 
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pour ces limites relatives aux autres crimes. En faisant ol=z2, il y 
aura une probabilité très approchante de la certitude, que cette incon- 
nue R5 ne diffère pas de la fraction 0,47^^9 4^ P^^s ^^ 0,01 35, danç 
lé premier cas, et de la fraction o,6556, de plus de 0,0076, dans 
le second. 

En i83i, où les condamnations ont été prononcées à la majo- 
rité d'au moins huit voix contre quatre , si Ton prend pour /jl et 
pour a^ les nombres d'accusés et de condamnés, relatifs aux Crimes 
contre les personnes , et pour jii' et a\ ces nombres relatifs aux 
crimes contre les propriétés, on a 

fjL =5 2046 , a^ = 743 , At' = 556o , a\ = 5355 ; 



d'où l'on tire 



5 = o,365i, ^♦ = o,6o54î 



et en retranchant ces rapports des précédents, il vient 

— = 0,1 i5i , -r = o,o522 , 

pour les rapports du nombre des condamnés à la plus petite majorité de 
sept voix contre cinq au nombre des accusés , dans les deux sortes de 

. Il est remai^uable que le rapport -^ , relatif aux crimes con- 



cnmes 



*'s 



tre les personnes, soit à peu près double du rapport -7» relatif aux 
crimes contre les propriétés , tandis qu'au contraire c'est le rap* 
port -7 relatif à ces derniers crimes, qui surpasse d'environ un tiers 

le rapport-^ relatif aux premiers. Ainsi, non-seulement les condam- 

nations prononcées par les jurjs ont été proportionneltiement plus 
nombreuses dans le cas des crimes contre les propriétçs, mais elles 
ont aussi été prononcées h de plus grandes majorités. 

Les rapports que nous considérons ne sont pas non plus tout-à- 
fait les mêmes pour Tes deux sexes. Chaque année , le nombre des 
femmes traduites aux cours d'assises est, à très peu près constam- 
ment , les dix-huit centièmes du nombre total des accusés des deux 
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sexes. Dans les cinq dnnées écoulées depuis 1826 jusqu*à i85o inclu* 
sivement, si Ton appelle 74 et pi les nombres de femmes accusées de 
crimes contre les personnes et de crimes contre les propriétés , et 
que l'on désigne dans ces nombres , par a^ et a\ ceux des femmes 
condamnées, on aura 

/u = i5o5, yi = 5465, /Tfi = 586, a\ = 33i3; 

d où Ton déduit 

? = 0,4490 , -^ = 0,6061 ) 

et en comparant ces rapports aux yaleui^s précédentes de ^ et ^, on 

voit qu'ils sont moindres, mais seulement d'à peu près un 16* ou 
un 1 2* de ces valeurs. 

Relativement aux années i85a et i833, pendant lesquelles les 
condamnations ont été prononcées à la majorité d'au moins hait 
voix contre quatre et avec la question des circonstances atténuantes , 
on a eu, pour les accusés et les condamnés d'.s deux sexes, 

PL z=z 4108, ju' = 10421 , /I4 = 1889, a\ = 6664, 
et, par conséquent, 

^* = 0,4598 , ^ = o,6%5 1 

• 

les lettres accentuées répondant , comme plus haut, aux crimes contre 
les propriétés , et les lettres non accentuées aux crimes contre les 
personnes. Eu faisant a z=s 2 dans l'expression des limites (a), on 
trouve qu'il y a une probabilité trèè approchante de la certitude que 
l'inconnue R5 ne s'écarte pas de la fraction 0^4^^» ^^ plus de 0,022, 
ou de la fraction 0,6396, de plus de 0,01 33, selon qu'il s'agit des 
crimes de la seconde ou de la première espèce. On peut remarquer 

que les valeurs de — et -7 ont conservé entre elles ^ à très peu 
près, le rapport qui existait entre celles de ^ et ^ qu'on a trouvées 

plus haut. En comparant ces quantités -^ et -7, à leurs analogues 
en i83i , on peut aussi observer que l'influence de la question des 
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II' 

circonstances atténuantes a augmenté le rapport -tt relatif aux 

crimes contre les propriétés^ seulement d'un i5*, et le rapport — ^ 

relatif àut crimes contre les personnes, de près d'un tiers de sa 
▼aleur. 

(i3d). Maintenant, d'après ce qn^on à vu dans le n^ i!)2, la chance, 
pour un accusé, d'être condamné par un jurjr pris au hasard sur la 
liste générale d'un département ou du ressort d'une cour d'assises , est 
la même que si la chance de ne pas se tromper était égale pour tous les 
membres de ce yixvy ; à la majorité d'au moins n — i contre i voix^ la 
chance de la condamnation est donc exprimée par la première for- 
mule (6), et à la majorité de n — i ?oix contre î, par la formule (4) ; 
par conséquent, pour chaque département et pour chaque genre d'af- 
faires criminelles , les quantités C|et ^j, exprimées par ces formules, 

a b 

sont celles dont les rapports ^ et — ' approchent indéfiniment à me-^ 

sureTque le nombre fi^ supposé très grand, augciientc encore davan* 
tage; ou, autrement dit, les quantités C| et y^ coïncident avec les 
inconnues R, et Ti du n® i54, lorsque Ton considère des' affaires d'un 
même genre, dans un même département, et même pour chaque sexe 
des accusés séparément. Nous rangerons en deux classes distinctes 
tous les genres d'affaires criminelles : l'urte de ces classes comprenant, 
comme plus haut , les crimes contre les personnes , et l'autue les crimes 
contre les propriétés. Mais, pour ne pas trop compliquer 1^ calculs, 
nous n'aurons point égard au sexe des accusés, dont l'influence sur 
la proportion des condamnations peut être négligée, si l'on considère 
que, dans le nombre total des prévenus, le nombre des femmes n'est 
pas uû cinquième de celui des hommes. Les lettres /a^ a^, bi, c^j y^^ 
répondant aux affaires de la première espèce, et les mêmes lettres 
accentuées désignant les, quantités analogues relativement aux affaures 
de la seconde espèce, nous aurons/ pour chaque dépattenoTent en par-* 
ticulier, 



avec 

A* 



ec d'autant pins d'approximation et de probabilité que les nombres 
et fJL seront plus considérables. 
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Si le$ rapports qui forment les premiers membres de ces équations 
étaient donnés pour les différents départements, ces quatre équations 
suffiraient pour déterminer les inconnues A: et i^ contenues dans Ci et yi, 
et leurs analogues dans c', et y'i que je désignerai par k' et u'; mais la 
nécessité de très grands nombres /jl et jul' rend impossible , quant à pré- 
sent, l'application des équations (16) à chaque département isolément, 
et pour s'en servir, on sera obligé de supposer que les inconnues u^ uf, 
k, k! y ne varient pas beaucoup^ en général, d'un dépaitement à un 
autre; ce qui permettra d'employer dans leurs premiers membres, les 
rapports relatifs à la France entière. Les quantités u et u' que l'on dé- 
terminera de cette manière seront exactement les chances de ne pas 
se tromper qui auraient lieu si les listes de jurés de tous les départe- 
ments étaient réunies en une seule , et que chaque juré flit pris au 
hasard sur cette liste totale. Dans cette hypothèse , les quantités k et ^', 
en ce qu'elles dépendent de l'habileté des magistrats qui dirigent l'ins- 
truction préliminaire, pourraient encore n'être pas les mêmes dans les 
différents départements; mais les équations (16) ébnt linéaires par 
rapport à pes inconnues, leurs valeurs que l'on obtiendra, seraient alors 
Icç moyennes de celles qui ont réellement lieu pour tous les départe- 
ments. Au reste» on doit observer que si l'on est obligé de se contenu 
ter de ces valeurs générales de «, w', kf k! ^ c'est seulement faute de 
données complètes de l'observation^ et non pas par quelque imper«- 
fection de la théorie que nous exposons. 

Les expressions de C| et ^1 ne changent pas lorsqu'on y met i~/:eti — u 

jni lieu de Â: et tt (n" 1 17 et 1 18) j pour des valeurs données de — et -, 

s'il y a un couple de valeurs de A; et z^ plps grandes que - , qui satis- 
fassent aux deux première^ équations (16), il y aura donc aussi un 
couple de valeurs de k eïA^u plus petites que - qui satisferont égale- 
ment à ces équations. Or, on 9oit supposer que la probabilité 
moyenne de la culpabilité des accusés avant le jugement, surpasse 
celle de leur innocence, et que, chez les jurés, la chance moyenne 
de ne pas se tromper est plus grande que celle de l'erreur;, ce sont 

donc les valeurs de Ar et i/ plus grandes que - qu'il faudra' employer; 
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et l'on 4evra i^jeter les autres comme étrangères à la question. La 
même remarque convient aux dmx dernières équations (i6jy et aiiic: 
valeurs de k^ et /t' qui s^en déduiront. Toutefois ^ si Von appliquait ces 
équations aux jugements en matière politique, rendus en grand nombre 
dans les temps malheureux de la Révolution^ on pourrait employer^ 
ainsi quon l'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage, leurs ra- 
cines moindi*es que -; car alors l'innocence légale des accusés avant 

le jugement pouvait être plus probable que leur culpabilité; et pour 
les jurés, la probabilité qu'ils se tromperaient vok>ntaîrenient pouvait 
surpassai leur chance de ne pars se tromper. 

(iSg). Je fais /i = 12 et î=:=: 5, dans les formules (4) et (6); les 
coefficients qu'elles contiennent auront pour valeurs 

N.= i, N. = i2, N.=66, N,= 22o, N4=:495, N5=792. 

Je fais aussi 

as Os ^ t I 

la seconde équation (16) devient 
et ^ en observant qu'on a 

U5=l —924.^^(1— Û^ — Vs, 

la première équation (16) pourra s^écrire sous cette forme : 

Ces équations (17) et (18) répondent aux crimes contre les personnes; 
celles qui se rapportent aux crimes eonti^ les propriétés s'en dédui- 
ront en y changeant les quantités c^y^k^t^ dans leurs anoIognes,r 
qu8 je représenterai par c', y\ k\ if. 

L'inconnue t est susceptible de toutes les valeurs, depuis ^=0 qui 
répond à li = o, jusqu'à ^ r= 00 qui répond à 1^ = i ; mais ses valeurs 
plus grandes que l'unité étant celles qui se rapportent aux valeurs de u 
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supérkurcs à -, ce sont les seules qu'il faudra considérer. De plus, 

l'inconnue k devant être comprise entre - et l'unité» il suit de l'équa- 
tion (17) que la valeur de t devra être telle que Ton ait 



ce qui servira à en déterminer des limites. On remarquera, à cet effet, 
que la première de ces deux fonctions de t, décroît continuellement 
depuis ^s o jusqu'à tz=co , et que la seconde augmente d'a^rd de- 
puis tz=z I jusqu'à ^ = if pour décroître ensuite jusqu'à ^=00 . 

En éliminant k entrç les équations (17) et (18) on parviendrait à 
une équation du 2^'' degré par rapport k ^, du genre des équations 
réciproques, et réductible, parconséquent, à une équation du 1 2* degré; 
mais il sera beaucoup plus facile de calculer directement par des essais 
successifs , \fis valeurs simultanées de ^ et u qui satisfont au système 
des équations (17) et (18). 

(140). Relativement aux six années comprises depuis i825 jusqu'à 
i83o, on a 

^=0,4782, y = ^~^ = 0,0001453. 
Pour fc=2, la quantité ~ surpasserait cette valeur de y; pour t=z3, 

ce serait cette valeur qui surpasserait l'autre quantité ^ , ^w> ; la valeur 

de t doit donc être plus grande que deux et plus petite que trois; li- 
mites entre lesquelles il est facile de s'assurer que cette inconnue n'a 
qu'une seule valeur possible. Après quelques essais, j'ai pris 2,112 
pour cette valeur; l'équation (17) donne alors o,5354 pour celle de A:; 
et en substituant ce$ valeurs dans le second membre de l'équation (18), 
on le trouve égal à 0,4783, ce qui ne diffère du premier membre que 
de 0,0001 ; on a donc, avec une très grande approximation, • 

A; = 0,5354» ^ = 2,112; 

Pour les mêmes années, on a 
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c'ssCÔSSô, y = 2^^ :fe 0,00006604. 

Je substitae ces valeurs à la place de c et > dans les équations (17) 
et (18), et j'y mets aussi t^ et K au lieu de f et A; en les résolvant 
ensuite, comme dans le cas précédent, je trouve, au même degré 
d'kpproximatiôn , 

A^ = 0,6744, ^=5,4865- 
De ces valeurs de t et f^, on déduit 

w = ^^ = 0,6786 , u' = j-^ = 0,777 1, 

pour les chances qu'un juré quelconque ne se tromperait pas, qui 
ont eu lieu dans les années que nous considérons; la première répon- 
dant au cas des crimes contre les personnes , et la seconde à celui des 
crimes contre les propriétés. 

Avant qu'un jugement fût prononcé, une personne qui n'aurait 
connu ni les juré^dont le jury serait composé, ni même le lieu où 
l'affaire serait jugée, aurait pu parier, à cette époque, un peu plus 
de deux contre un , que chaque juré ne se tromperait pas dans son 
vote , s'il s'agissait d'un crime de la première espèce , et près de sept 
contre deux , dans le cas du second genre de crimes. On emploie ici 
l'expression vulgaire parier tant contre tant , afin de rendre plus sen- 
sible la signification qu'on doit attacher aux valeurs de 11 et 1^' , et 
quoique le pari qu'on suppose soit illusoire , puisqu'on ne saurait ja- 
mais qui aurait gagné. Cette personne aurait pth aussi parier, d'après 
les valeurs précédentes de k et k'f un peu moins de sept contre six 
pour la culpabilité de l'accusé dans le cas de la première sorte de 
crimes , et un peu plus de deux, contre un , dans le oâ de la seconde. 
Nous verrons plus loin ce que devient la probabilité que l'accusé est 
coupil>le, après que le jugement est prononcé. 

Si nous considérons les nombres des accusés et des condamna , 
sans distinction des génies de crimes contre les personnes et contqs 
les propriétés , il faudra prendre , toiyours pour les mêmes années 
et pour te france entière, 
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c ^ 0,6094 , y = ^^^ =* 0,00008914. 

En ré$olv%nt les équations (17) et (18) , on trouve alors 

k = 0,6591 , t =z a,99, u = 0,7494- 

St l'on considérait le département de la Seine isolément, les va«- 
leurs de c et 7 qu'on devrait employer seraient (n** i56) 

c = o,65o9 , y = -^ — — =» 0,00008267 , 
et Ton trouverait 

k =5*0,678, t = 3,168, a = 0,7778- 

A l'époque qœ nous consîdéroiis , et abstncf ion faite de Tespèce 
de crim^ , V^ prohabilités A et i^ étaient donc un peu plus grandes 
daps le reasort de la cour d'assises de Paris ijne dans le reste dn 
royaume : dans le département de la «Seine , elles surpassaient un 

peu 3 c^ ? » tandis que dans la France entière elles étaient un peu 

inférieures à ces fractions. Toutefois, les différences entre les deux 
valeurs de k et entre celles de 2^ , n'étant pas eonsidéraUes y c'est une 



y 



u^ CQS deuK <|uaBtites dans tcnt le 
royaume , que nous avon3 faite , afin der pouvoir cakukr nuintenant 
leurs valeurs approchées, au mojen de noofthres suffisamment grands 
d'observations. 

Âinai que rjfiv^ l'a^i^ns dit plus hattt,^ lea valeucs 4» Ar et li o« 
de A' et 2^', sont restée les «lèmes en 18S1 ; nda dks ont dû 
chan||er dana les années suivanlm avee le» rappo«ta dont elles se 
déduisent ;, et Qomnifinous couMisMAS seulecnent powr \95a et i.833^ 

les rapports — ou -7- > cette dsvnée ne suSt pias pour déterminer 

les deux inconnues n %t ky okl af et k\ Observons d'ailleurs que Cjjcs 
quantités ont peut-être changé une seconde fob , et ne sont plus, 
les mêmes', depuis la dernière loi, qui^ en maintea^nt 4^^ question 
des circonstances atténuantes , a prescrit le secret dm vote des ju- 
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rës, ce qui a pu iofluer sur leur chance de ne pas se^ tromper. 
Nous ne pouvons donc pas conualtre les valeurs de 2^ et A: , téfti W^ 
qui ont eu lieu depuis i83i.. Mais cette loi, en fîxarit à sept Voix 
conlre cinq, la majorité suflSsante pour la condamnation, exige que 
les jures fassent connaître si leur décision a été rendue à la majorité 
nur^ma. Si donc ^ on donne dorénavant, dans les Comptes généraux ^ 
les noÉÉbres des condamnés y et non pas seulement celui des àflBHi*es 
pour lesqueUes cette plus pèthe majorité aura eu lieu ; de plus , 
si l'on fait c<Hmallre ces mêmes nombres , pour les accusés des 
deux sexes séparément, et pour les deux classes de crimes que l'on 
a distinguées , il sert possible , dans quek]]^es années , de détermt^ 
ner avec une ^nde pifëcisjon les deux éléments k é% u, poor l9s 
différeatas Rpties du royaone, popr les bmumes et p6iir las fistnon^, 
pour les crimes contre les personnes et pour les crimes contre les 
prd^riétés. 

" (i4i)- ^u moyen ^e chaque couple de valeurs de u et A:, les for- 
mules (4yrtS) y (Gi), feront connaître les probabilités correspon- 
dantes qu'une condamnaflbn ou un acquittement a^eu lieu à une 
majorité donnée, ou^à une majorité au moins égale à celle-là. 
En faisant ti = la et iz=d^o, on aura 

pour lesjprohabililés'^qu'an accusé condamné 'ou acquitté, Fa été k 
l'unanimité, etj^ par cotiséquent , ^ 

^ pour li^prtbabUilé d'un jugement unanime, soit qu'il condamwe, soit 
qu'il aftsolvèr' On aura aussi 

q«antitë positive à cause de A: > 7 et ii > i — u, en sorte qûe^runani- 
mité* ^est morns probable dans lé cas dé raccfnittéffient qtte daiis 
celui de ta condamnation. On voif que cgs dfveirses pTobisbâîfiés sont 
très faibles, dès que ht chance i< de ne pas se trottfj^r difiëi^ sëûst- 
btement de zéird et de Tunité. IS l'on prends par e^euiple, les vateun 

4q.. 
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de 1^ et ^ qui se rapportent à la France entière, sans distinction de 
l'espèce de crimes, c'est-a-dîre si Ton fait k^=s^ o,63gi et ii£sp,74g4f 
il en résultera 



7^« = o,oaoi, cToSso^ouS, >.+ cfo = o,o3i4; 



r. 



ce qui suffit pour montrer combien doit être rare une ' décision una-- 
nime de douze jurés. Si l'on exigeait que le verdict du jory ftltpro* 
nonce à l'unanimité, soit qu'il condamne, soit qu'il absolve, il y 
aurait, d'après cette valeur de ^o+^^y P^^ de trente-deux à parier 
contre un qu'aucun jugement ne serait rendu; et cela arriverait 52 
fois sur 35 environ, si les jurés ne:. communiquaient pas entre eux^ 
et ne convenaient pas, pour en finir, de s'arrêter ^ une simple majorité. 
En appelant M la probabilité que.dans un nombre /a do jugement»,, 
il n'y en a eu ou il n'y en aura aucun qui soit unanime, on aura 



> .1' 



et si l'on veut que M soit ~, il faudra qu'ont ait 

en employant toujours la valeur précédente de y. + «To. Par consé- 
quent, c6 ne serait que dans aa affaires qu'on pojiirrait parier un peu 
plus de un contre un, qu'un jugement au moins .aemit rendct à l'una- 
nimité. 11 y aurait du désavantage à faire ce pari pour un nombre 
d'affaires moindre d'une unité. 

(i4a)* Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappelei* ce qui 
a été dit au commencement de cet ouvrage, sur le sens que nous at- "" 
tachons au mot coupable dans les jugements des jurys, et d'en déduire 
quelques conséquences importantes. 

Lorsqu'un juré prononce qu'un accusé est coupable, il affirme qu'à 
ses yeux, il y a preuve suffisante pour que l'accusé soit condamné; 
s'il prononce que l'accusé n'est pas coupable , il entend par-là que 
la probabilité de la culpabilité n'est pas assez grande pour la con- 
damnation; mais son vote négatif ne signifie pas qu'il croit l'accusé 
innocent; et, sans doute ^ il arrive plus souvent qu'il le croit plutôt 
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coiipÉble. U aara jugé que la probabilité que Taccusé soit coupable ^ 

pouvait surpasser - , niais qu'elle était cepeadant inférieure à celle que 

sa conscience et la sécurité publique exigeaient pour que laccùsé fût 
coudimné. Le sens réel du vote aflSrmatif ou négatif d*un juré, est 
donc que l'acoiisé est ou n'est pas condamnable ; par conséquent , les 
probabilités P| et Q» de la bonté d'un jugement de condamnation ou 
d'acquittement (n'' 1:20), expriment aussi les raisons qiïe nous avons 
de croire. qtM l'accusé étail condamnable , lorsqu41 a été condamné, et 
qu'il n'étiSt pas condamnable quand il a été acquitté : Pj est sans doute 
moindre que la probabilité réelle de la culpabilité d'y n condamné, et, 
au contraire, Qi surpasse la probabilité de Tinnocence d'un accusé ab- 
soujLi mais ces autres probabilités ne pourraient être aucunement déter- 
minées par le calcul, qui ne s'applique qw'anx probabilités P| et Qi, ainsi 
définies et considéi^es dans de très grands nombres de jugements de la 
même nature* On ne doit pas croire non plus que ces quantités P^ et Qj 
soient ^'expression de l'opinion générale, en ce sens qu'elles exprimeraient 
les probabilités d'une condamnation on d'un acquittement par un jury 
composé de tous les citoyens qui sont compris sur la liste générale où 
les j«i^y au nombre de dbuze, ont été pris au hasard; car là chance 
Cl d'une condamnation, par un jury d'un nombre quelconque de per-- 
sonnes, est infériqpire à la fraction que nous avons désignée par k 
(n** 1 18), laquelle est beaucoup moindre, en général, que t(r valeur dis 
Pj; et de même U chance di d'un acquittement est toujours inférieure 
à la fraction i— i^ beaucoup moindre, elle-même^ que la valeur 
de Q|. 

Pour les juréaduressort de chaque cour d'assises, et pour chacun des> 
deux genres de crimes que nous avons distingués,' on doit donc conce- 
voir q»'il y a une certaine probabilité z, jugée suffisante et nécessaire 
pour la condamnation. Cela étant, la chance u, qu'un juré pris au ha-- 
sard sur la liste de ce département ne se trompera pas dans son vote, est 
la probabilité qu'il jugera celle de la culpabilité de l'accusa' égale où- 
supérieure à s, si elle t'est effectivement, ou bien,, inférieure à z, si, 
en effet, elle n'atteint pas cette limite. Cette probabilité u dépend princi^ 
palementdu degré d'instruction de la classe des personnes portées sur la 
liste générale d^ jurés, et la probabilité z,.de l'opinion qu'elles se Cot^ 
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meîit sur la nécessilé d'anq réfu^ession plus ou moins forte des éiS^ 
reots genres, de crîpies. Ces deux prababili(4s distinctes peuvent varier, 
par conséquent, avec le temps et d'un départeluent à un autre. On a vu 
comment la v&leur de // peut se déduire des données de robserrartion ; 
quant à celle de z, nous n'avons aucun m<Tyen de la connaître ; et lions 
pouvons seulement conclure qu'elle augmente ou diminue , toutes 
choses d'ailleurs égales , lorsque nous voyons le rapport du riombie' 
deâ condamnés à celui des accusés, diminuer on augmenter notaBle- 
ment. Ainsi, lorsque k question des circonstances aitituéantes a 
été posée aux jurés et iqu'on a vu ce rapport augmenter erpasser'do 
0,54 à 0,59 Çn" îS5), on a dû en conclure qu^fe se sonf^arrétés, pour 
la condamnàftion , & une probabilité z moindre que oèlle qu'ils exi- 
geaient auparavant , sauf à décider affirmativement la question davit 
il à'agit, afin d'abaisser d'un degré la peine qui serait prononcée contF% 
les condamnés. 

Avant le jugemeîit, la probabilité que l'accusé est coupable sur- 
passe de beaucoup , sans aucpn doute , Celle qtie nous avons desfgnqfp 
par k: la plus grande valeur"* que nous avons trouvée pobr celle^^ 

est à peu près 7 ; et personne cependant n'hésiterait à parier bîqipg^lus 

de trois contre un , qu'un individu quelconque est réellement cou- 
pable quand il est traduit devant une cour d'assis^. Mnfs ce> qu'on a 
dit à l'égaré de P< convient égalemeivl à k : il- &ut aussi entendre que 
k exprime seufement la probabilité ^ aatérieure au jugeitoent , qpe l'ac^^ 
cusé soit condamnable; probabîlflé qi|î peut dépendne, en consé- 
quence , de celle que les jurés exigent pour la condamnation , maïs 
qui est indépendante, par sa nature, de k probabilité u qu'un juré 
ne se trompeva pas. Il s'ensuit donc que la valeur de k peut varier 
avec la probabililé* z , lors même 'que lés formes de l^ifistructkm pré^ 
liminaire' et l'habileté des juges chargés de la diriger, sont restées les 
mêmes, et quellie que soit d'ailleurs la probabilité u. Voici ûnexenfK 
pie de cette variation. 

Depuis 1814 ]|t<squ'à i85o, lès procès criminels étaieivt jugés, dan» 
la Belgique , par dés tribunaux composés de cinq juges ^^ et IIei majorité 
de trois voix contre deux suffisait pour les condamnations^ En iSSb, 
la composition de ces tribunauit a changé. Dans le courant de i85i. 
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on a rëttdiK le jury tai^ i|u'il existait sous lo doifitHatiMi fmtiçaise , *«t 
la majorilé suffisuntp pour les coodamoartions a été celle de sept voix 
contM^ cinq. Lies fortnea de l'instruclion préliminaire, sont toujours 
restées les mêmes. Or, il résulte dos Comptes de ^administration de la 
justice criminelle dans'ce royaume, récemment pitUiés par le Gouver- 
nement, qu'en i65a, 1.833, 1 8S4 ^ les rapports des nomlmis de con- 
damnés k ceux des accusés ont été —2-, — , — ou Ton voit qu'ils 
. r 100' 100' 106 ' - ^ 

ont très peu varié d'une année à une autre , et que leur valeur mcryenne 
est sensiblement égale à celle qui avait lieu en France avant i83o. 
ComnvaïOB ne donne point dans ces Comptes ^ le nombre de fois que 
les condamnations ont été prononcées à la plus petite majonlé de sept 
voix contre cinq, ni à aucune autre majorité déterminée, le râppMt 
q«e nous citons i^ S|iffit pas pour enxooçlure les valeurs àsuet k qui 
se rxipportent à la Belgique ; mais puisque ce rapport total , c'est-à-dire 

le rapport que nous avons désigné par ^, diffère f^i peu pour ta Béfgi- 

que et pour la France, il y a lieu de croire que le rapport partiel -^ est 

aiflsi très peu diflSérent pour ces deux pays, et que, par cohséqtiénr, 
les valeurs de u ti k y sont à très peu près les lÂèittes. On pe$tt dùttt 
admettre que pour la Belgique, la valeàr de /^ ne s'écarte pas be^Coup 

de la fraction -^ , que Ton a obteni^ précédemment pour la France 

entière, et sans distinction du geiire de Criittîes. Gela étaat^ f» Ironvt 

'dans les mêmes Comptes ^qnt^ dans les années 18116, iddf> 18^, 1829, 

les rapports du nombre des eondamuÀè c^i des accusés,^ se sont élevés 

^9 ^r T^f ?Li fractions à peu près égales, et àoùtîâ moyenne 



^ , . , ^ 

boo-^ \o^ 100 '^ roo 
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est un flea supérieure à — . Mais, d'aprèi ce qu'on a^virdansle if r f 8^ 

ta probabilité dont cette moyenne est la valeur approchée, dok fou- 
jours être moindre que la valeur de A:; il s'ensuit donc qlié dans ces 
quatre demièn^ années, cette quantité k af dû être beaucoup "^p^ps 
grande que dans les anaées i83:i et iSSS ; ce qu'on ne peut attribuer 
qu'à une inégalité de la quantité inconnue 2, à ces deux épo^es, qui 
a été telle que les jurés ont exi^ pour la condamnation, une proba- 
bilité que Taccusé fût coupable, supérieure à celle que les juges trou- 
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vaient suffisante. Celle conclusion est , au reste , indëpeAdante de la 
chance u de ne pas se tromper, qui a pu être égaie Ou inégaie à ces 
deux époques , c'est-à-'dire plus grande pour les juges que ponr les 
jurés, on vice versa ; question qui4*este indécise, faute de données 
nécessaires de l'obseryation. 

La quantité k dépendant de la probabilité z^ il s'ensuit que Tinéga- 
iité de ses valeurs pour les deux genres de crimes que nous avons 
considérés^ peut tenir à deux causes différentes : à ce que la présomp- 
tion de la culpabilité avant le jugement est plus difficile i établir à 
regard des crimes contre les personnes , qu'en ce qui concerne les 
crimes contre les propriétés ^ ou bien , à ce que les jurés exigent pour 
la condamnation une plus grande probabilité 2, dans le premier cas que 
dans le second; et il y a iiea de croire que ces deux causes distinctes 
ont concouru à produire l'inégalité dont il s'agit. * 

Il suit de cette dépendance entre z et k^ que si la question des c/r«- 
constances atténuantes a produit pour les années i83a et f833 une 
diminution notable dans la probabilité que les jurés ont jugée suffi- 
sante pour la condamnation, la probabilité A; a dû au contraire aug- 
menter, et ces variations inverses de ii et de A: ont dû aussi produire 
une augmentation dans la valeur de 11 ; car on peut supposer qu'il y a, 
pour les jurés I une moindre chance de ne pas se tromper, lorsque, 
d'une part, ils exigent une moindre probabilité pour la condamnation, 
et que, d'une autre, il existe, avant le jugenient, une plus grande pro- 
babilité que l'accusé soit condamnable. 

(i45)« Il nous reste actuellement à calculer, au moyen des formules 
(9) et (10), et des couples de valeurs trouvées pont u et k, ou pour uf 
et kf les prohabilités qu'un condamné était coupable et qu'un accusé 
absous était innocent, ou, pour parler plus exactement, les probabi- 
lités que le premier était condamnable et que le second ne Tétait pas# 
Mais auparavant nous changerons ces formules en des équations plus 
commodes pour le calcul , et nous y ajouterons d'autres formules dont 
les valeurs 'ifumériques seront aussi très importantes à connaître. 

*En vertu de la première équation (6), la formule (9) pourra être 
remplacée par cette équation 

P^, = AU,, 
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dans laquelle on prendra le rapport — donné par l'obseryation , pour 

la valeur approchée de C|. 

La quantité i -— Pj est la probabilité qu'un condamné à la majorité 
d au moins n-^i contre i voix n'est pas coupable; Cj est la probabilité ' 
qu'un accusé coupable ou non, sera condamné à cette majorité ; le pro- 
duit de Ci et de i—-P| exprime donc la chance pour un accusé non cou- 
pable d'être néanmoins condamné. En la désignant par Dj, et ayant 
égard à l'équatiiH^précëdente et à la première équation (6), on aura 
donc 

D,= (i-*)V,; 

résultat qui se déduit aussi du raisonnement que l'on a fait dans le 
n"" i :2o, pour obttnir l'expression de Pj. 

Le nombre de yoix nécessaire pour la condamnation étant au moins 
n<— I , soit Tli ^probabilité qu'un accusé absous est innocent; sa valeur 
se déduira de celle de Qi ou de la formule (lo), en y mettant n -— i -— i 
au lieu de i ; et si l'on a égard à la seconde équation (6) , on en 
conclura 

ou ce qui est la même chose , d'apiès ce qu'on a vu dans le u* i id , 

n,(i-cO = (i - A)(i-VO. 

La probabilité qu'un accusé absous est coupable sera r •— III ; la pro*» 
babilité. qu'au accusé quelconque ne sei^ pas condamné étant i — C|, il 
s'ensuit que le produit (i — ITi) (i — cl) exprimera la chance pour un 
accusé coupable d'être cependant acquitté. En la désignant par âj , on 
aura donc '^ 

A,= i-c,-(i-A:)(i-V,), 
OU bien, eu vertu de la première équation (6), 

Les chances D| et Aj sont, pour ainsi dire, les mesures du danger 
que court, un accusé non condamnable d'être condamné, et la société, 
de voii: acquitter un accusé condamnable. Relativement à la culpabi- 
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litë ou à rinnocence réelles des accuses , on ne devra pas oublier que 
D| n'est, comme Fi^ qu'une limite supérieure, et qae A, n'est , ainsi 
que Qi, qu'une limite inférieure. Quand ks valeurs de P,- et IT,- auront 
été calculées, on en déduira immédiatement celles de D< et Aj car, en 
yertu des équations précédentes , on aura 

où l'on voit que les chances A/ et D| seront toujours ipoindres, respec-^ 
tivement, que leâ probabilités A: et i— « A de la culpaoilité et de la non* 
culpabilité avant le jugement. Pour un très grand nombre /t d*accus&, 
les nombres des condamnations et des acquittements donnés par l'ob- 
servation, étant Oi et fjt-^at; ceux des condamnés non coupables et 
des acquittés coupables , seront à très peu près et très probablement 
égaux aux produits D^, et a, (fi — *a, )• 

En faisant n= 1:1 et successivement i=s5 et i=4i prenant— et ^ 



pour les valeurs approchées de c^^et c^, et mettant, comme précédem- 
ment —7- et — — au lieu de 1^ et i — w, nous conclurons des équations 
1-7-* 't" • 

précédentes 

;fP4=v~ — (T+ô^ "; — ~J. 



Nous aurons en même temps 

l'eues s<Hit dottcfes diverses formules qu'il s'agira de réduire en nom* 
bres : les quantités qu'eUee renfement se rapporteront au cas des crimes 
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contre les personnes ; on désignera par les mêmes lettres ^ arec des 
accents, les quantités analogues qui répondent aux cas des crimes 
contre les propriétés. , 

][i44)* Pendant Tannée i83i, la majorité nécessaire pour la con- 
damnation était celle de huit voix au moins contre quatre, et la ques- 
tion des eirconstcmces atténuantes n'avait pas lieu. On avait 

d'où l'on déduit 

P^sso^Sii; n4ssso97i86| 04 = 0,006891 À4=:0|i79i. 

• 
Sur les 743^ condamnés dans cette année, à peu près cinq n'auraient 

pasdûrétre, d'après cette valeur de D4; et d'après ceHe de ^4^ environ 

^33 accusés n'auraient pas dû être acquitta, sur les i3o3 qui l'ont été* 

La chance d'être condamné quoique non condamnable surpassait très 

peu un i5o^, et celle d'être acquitté, quoique condatanable^ était com* 

prise entre un sixième et un cinquième. Ei^fin, la probabilité de \m 

culpabilité d'un condamné ne différait pas d'un 5o*, de la certitude, #t 

celle de l'innocence d'un accusé absous , c'est-à-dire la probabflité qu'il 

n'était pas suffisamment prouvé qu'il fût coupable, ne aurpassait pas 

beaucoup la fraction -^ 

Ces résultats se rapportent aux crimes contre les personnes. Sans la 
même année, ^n avait, rebtivement aux crimes contre les propriétés ^ 

*î^s=o,6o34î^ /'ss 5,486^, ifTss 0,6744 j 

d'<m r<m coodnt • • • 

F'^ssoyggSi, n'4ss=o,8i99, ]>'4so,mm»4, a'^so^otsi/ 

Pour ce genre de crimes, la proportion des condamnés qni n'auOMot 
pas dà rêtre, n'a donc été qne de qmtre sur dix mille; ce q«i ne fint 
pas deux sur les 3355 de ces condamnations qui ont été; pmnpncjci. 
tÀ proportion desirndividus acquittés ^\ étaient coodihBaaUes^ a 
surpassé sept centièmes; et leur nombre a dû être environ 1 5^ sur les 

5o.» 
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« 22o5 acquittements qui ont eu lieu. La probabilité qu'un condamné 

était: coupable ne différait pas de deux millièmes de la certitude, et 
celle de l'innocence d'un individu acquitté était un peu supérieure, à 

la fraction |. Ces résultats sont, comme on Yoit> plus satisfaisants que 

ceux qui se rapportent aux crimes contre les personnes ; ce qui tient à 
ce que les condamnations pour des crimes contre les propriétés , quoi- 
qu'elles aient été proportionnellement plus nombreuses , ont aussi eu 
Keu très probablement à de plus fortes majorités (n* 141 )• 

Les huit probabilités P4, P'4, et.c., que nous venons dé calculer, 

sont fondées sur les rapports — , ^, ~, -r, donnés par l'observation 

f* fm f€ fê 

et qui. nous ont servi précédemment à déterminer les valeurs de tf t'f 
Ar, V. Elles sont toutes les huit des fractions moindres, que Tunité j ce 
qui fournit une confirmation d'autant plus remarquable de la théorie, 

1^ qu'il n'en serait plus de même généralement, si l'on prenait des valeurs 

« arbitraires de / et it, ^' et ^, lors même qu'elles ne différeraient pas 

beaucoup de celles qui résultent de l'observation. 

Dans lés années qui OMt précédé i83i, la majorité suffisante pour la 
condamnation était celle de sept voix contre cinq; mais dans le cas de 
la majorité minima, la cour intervenait et la condamnation n'était 
définitive que sf la majorité des cinq juges dont elle se composait alors, 
se joignait à la majorité du jury. H sera donc nécessaire de considérer 
séparément les condamnations prononcées à oette plus petite majorité, 
et celles qui ont eu lieu aux majorités d'au moins huit voix contre 
quatre^Pour celles-ci, les valeurs numériques des probabilités P^ et F' 4, 
n^ et n'4, D4 et D'4, A4 et à\f seront celles que Ton vient de calculer, 
puisque dans les années antérieures à idS x^ les valeurs detetk, f etk' 
étaient 1^ mêi|^es que dans cette année (n* 1S7 ). Ainsi, depuis i8a5 
jusqu'à i83o, sur environ 5ooo individus condamnés à cette majorité 
d'au moins huit voix contre quatre , pour des crimes contre les per* 
^ pennes, et près de aoboo pour des crimes contre les propriétés, il y en 

a entres probablement, diaprés le« taleurs précédentes de D4 et 4e.I)'4, 

^ ^ eniviron 55 d'une part et 8 de l'autre qui n'étaient pas cond|imnabl6s; 

ce jtfui serait sans doute beaucoup trop , si cda voulait dire qu'ils ius«» 
• senf réellement innocents. 



■» ■ 
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' Relativement aux autres ooudamnatîoos prononcées à la majorité 
mî>iii7ia de .sept voix contre cinq^ on aura, pour la probabilité que le 
condamné était coupable, 

en faisant dans la formule ,(7), 

S'il s'agit des crimes contre les personnes, on aura, comme plus haut, 

^=: 2,1 12, £=0,5354; 
et il en résultera 

Dans le cas dés crimes contre les propriétés, on changera p^, fc, t, en 
p's, k', f, et l'on fera, aussi comme précédemment, 

/'= 5,4865, A' =0,6744 ; 
ce qui donne 

. ^'5 = 0,9618. 

Enfin, si Ton considère les deux sortes de crimes indistinctement et 
toujours pour la France entière, on devra prendre 0,639 1. et 2,99, pour 
les valeurs de A: et ^ (n* 1 40); et en désignant par ^^ la valeur correspon- 
dante de ]^5, oala probabilité que le condamné est coupable', on aura 

^$ =s 0,9406. 

En retranchant ces valeurs de ps, p'^, /zts, de l'unité, nous au- * 

rons, a très peu près > 7^/ 7^0/ — 1 pour la probabilité de l'erreur 

du jury dans les trois cas que nous venons de considérer. D'après 
la formule de Laplace (n"" iSa), cette probabilité serait la même 
dans ces trois cas, et égale à 0,39; c'est-à-dire presque double de la 
valeur de 1 — psi ©^ quintuple de celle de i — /o-j : on verra dans le 
^ numéro suivant à quoi se réduit cette probabilité i — C9-5 de la non- 
culpabililé de l'accusé, quand la condamnation a été confirmée par la 
cour d'assises à la majorité d'au moins trois voix contre deux. * 

. Lorsqu'on aura réuni lés données suffisantes pour calculer, ainsi 
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qu'on l'a dit plus haut (n* i4o)i les valeurs de k et de u, ou de kf et 
de i/f qui ont lieu à l'époque actuelle , on en conclura , par uti calctll 
semblable au précédent^ les probabilités correspondantes P5 , ris, Ds, A^, 
ou F5, n's, D's, A'sj et, en les comparant aux probabilités P4, 11^, D4, 
A4, ou P\, n'4, D'4, A'4, que nous avons trouvées pour l'époque 
de i85i, par exemple, on pourra connaître, sans aucune illusion, 
les avantages relatifs de la législation criminelle à ces deux époques , 
sous le double rapport de la sécurité publique et de la garantie que 
Ton doit aux accusés. 

Les données de l'observation restant les mêmes, on y satisfait, d'a- 
près la remarque du n"" 1 38 , par deux couples différents de valeurs 
de k et u, ou de k^ et u', c'est-à-dire par des valeurs de ces quantités 

plus grandes que -, et par d'autres valeurs plus petites que - et éga- 

les au complément des premières à l'unité. Nous avons trouvé, par 
exemple, pour l'année i83i et pour les crimes contre les propriétés, 

k' = 0,6744, a' = 0,7771; 

en employant les données de l'observation dont nous avons fait usage, 
nous aurions donc pu en déduire également 

A/ sas I — 0,6744 = 0,5^56, 1^' = 1 — 0,7771 = 0,2129; 

la valeur de u' se changeant en 1 — - u% celle de t' se chi|Dge , eu même 
temps , en p ; on aurait donc aussi 

et en prenant toujours , comme plus haut , 



^^so,6o54. 



on trouverait 

F4 = 0,00067$; 



en sorte que la condamnation, au lieu d'augmenter la probainlité que 
l'accusé «oit coupable, l'aurait, au contraire, diminuée et rendue pms^ 
que nullç. Mais, ainsi que nous l'avons déjà dit dans le numéro cité, 
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on doit rejeter, en général , ces valeurs des inconnues k eiu, ovtlt 
et i^i moindres que celles des probûbtlités contraires, que le calcul de- 
vait donner, néaiiiBoins, pour comprendre le cas où dans de très 
grands nombres de j«gements extraordinaires, la culpabilité légale des 
condamnés serait moins ]»x>bable que leur innocence. 
(14^). Si nous faisons 

dans la première formule (6), nous aurons 






pour la probabilité qu'un accusé sera condamné par un tribunal de 
cinq juges à la majorité d'au moins trois voix contre deux; k dési- 
gnant toujours la probabilité, avant le jugement^ de la culpabilité de 
cet accusé, et u la chance que chacun des juges ne se trompera pas. 
En vertu de la formule (9), nous aurons, en même temps, 

OU simplement, d'après l'équation précédente, 

pour déterminer la probabilité P« de la culpabilité après que la con*-" 
damnation aura eu lieu. 

Dans l'application qu'on fera de ces équations au cas d an accusé 
déjà condamné par le jury à la majorité nmima de sept voix contre 
cinq, et soumis ensmte au jugement de la cour d'assises, comme cela 
avait lieu antérieurement à 1 83], on prendra pour k la probabilité 
que l'accusé est coupable, résultante de la décision du jury; la valeur 
approchée et très prdbaUe de Cg se déduira de l'observation , et sera 
égale au nombre des condamnations que la cour d'assises aura pro^ 
noncées dans un très grand nombre d'affaires, divisé par ce très grand 
nombre. Or, ou voit par les Comptes généraux que dans les cinq an- 
nées écoulées depuis 1826 jusqu'à i83o, il y a eu 191 1 affaires sou^ 
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mises aux cours d'assises du royaume, après que les jurys avaient 
condamné à la majorité de sept voix contre cinq, et que, dans ce 
nombre d'affaires^ les cours ont confirmé 1597 ^^^ ^^ condamnations. 
Mais ces Comptes ne nous font pas connaître suivant quelle propor*- 
tion les nombres 191 1 et 1597 ^® ^^^ partages entre les crimes contre 
les personnes et les crimes contre les propriétés; uqus serons donc 
obligés de déterminer la probabilité Pg et l'inconnue t^ sans distinction 
de ces deux genres de crimes : pour cela nous ferons 

et nous prendrons pour k la valeur de ^Ts du numéro précédent , 
savoir : 

k = 0,9406; 

quantité qui surpasse , comme cela devait ^tre (n"" i iS), la proportion 
c^ des condamnations. 
Au moyen de ces valeurs , on trouve * 

'•=0,9916, 

pour la probabilité qu'un individu était coupable , lorsqu'il avait été 
condamné successivement par le jury à la majorité minima de sept 
voix contre cinq, et par les juges à la majorité d'au moins trois voix 
contre deux. La probabilité qu'il n'était pas coupable différait donc très 
peu d'un 100*; en sorte que sur les 1697 individus condamnés, il est 
très probable qu'il y en a eu à peu près quinze qui n'étaient pas 
condamnables* 
Les mêmes valeurs de k et de c. donnent 

i=£i = o,M88î • 

au moyen de quoi l'équation qui doit servir à déterminer l'inconnue t, 
devient 

1 + 5< + io<' = (o^ii88)(i-|-0'- 
On en déduit 
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"^^,^ ' = 3,789, u = 0,7361; 

ce qui moDtre que la chance « de ne pas se tromjïer a été peu dif- 
férente, pour les juges, de celle que l'on a trouvée pour les jurés 
(a" 140 )j sans distinction de l'espèce de crimes, et qui est égale 
à o,74g4. 

(146). Les formules dont nous venons de faire diverses applications 
à des jugements en matière criminelle, conviennent également à toutes 
les autres espèces de jugements, rendus en très grand nombre, tels 
que ceux de la police correctionnelle et ceux de la justice militaire. 
Mais, pour s'en servir, il faut que dans chaque espèce, l'observation 
fournisse les données nécessaires à la détermination des éléments que 
ces formules renferment. 

Les Comptes généraux de l'administration de la justice criminelle 
contiennent aussi les résultats de la police correctionnelle. Fendant les 
neuf années écoulées depuis i825 jusqu'à i833, le nombre des indi- 
vidus traduits h cette police dans la France entière, s'est élevé à 17 10174, 
et dans ce nombre il y a eu i4645oo condamnés, ce qui donne o,8565 
pour le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés. D'une 
année à une autre, ce rapport n'a pas beaucoup varié; il a toujours 
été compris entre 0,84 et 0,87. Le nombre des juges dans les tribu- 
naux de police correctionnelle n'est pas invariable : il doit être au 
moius égal à 3; et le plus souvent il se réduit à ce minimum, La ma- 
jorité de deux voix contre une sulHt alors pour la condamnation; on 
obtiendra donc la probabilité c, qu'un accusé sera condamné en police 
correctionnelle, en faisant n^3 et 2^1 dans la première équation (6); 
ce qui donne 

r — *(^' + 3l') + {i-*)(3<+ 

'~ (!+')' 

en y mettant aussi -^- au lieu de u. On prendra pour la valeur ap- 
prochée et très probable de c, , fournie par l'observation, le rapport 
o,8563; mais cette donnée est insuOisante pour déterminer les deux 
inconnues k et t; il faudrait savoir, en outre, parmi les 1464^0" con- 
damnations , le nombre de celles qui ont été prononcées , soit à l'una- 
nimité, soit à la simple majorité de deux voix contre une; ce que les 
Comptes généraux ne nous font pas connaître. Si l'on supposait que la 

5i 
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chance de ne pas se tromper fût 7 pour les juges de la pulice correc- 
tionnelle, comme elle l'est généralement pour les jurés, et qu'on fit , 
dans l'équation précédente, c, ^ o,8565 et ( = 5, on en déduirait 
pour k une valeur plus grande que l'unité; ce qui rend cette hypo- 
thèse inadmissible. H y a lieu de croire que cette chance est plas 
grande pour les juges que pour lesjurés, sans que nous puissions dire 
de combien l'une est surpassée par l'autre, faute de données néces- 
saires de l'observation. 

Les conseils de guerre sont composés de sept juges, et la loi exige, 
ponr la condamnation , la majorité d'au moins cinq voix contre deux. 
La probabilité c, qu'un accusé sera condamné se déduira donc de la 
première équation (6), en y faisant /i^-j et i = 3; et si l'on y met aussi 

— — ac lieu de a, il en résultera 

*"' rrrry , ' 

Dans les Comptes généraux de V administration de Ut justice mili~ 
taire, publiés par le ministre de la Guerre, on évalue le nombre des 
condamnés aux deux tiers de celui des accusés ; ce rapport étant conclu 

d'un grand nombre de jugements, on pourra donc prendre la fraction ^ 

pour la valeur approchée et très probable de c, ; mais cette donne'e 
oe suffît pas pour la détermination des deux inconnues que renferme 
l'équation précédente. En supposant que la chance de ne pas se trom- 
per soit très peu différente pour les juges militaires et |>our les jurés 

des cours d'assises , et la faisant en conséquence égale à 7 , on aurait 

(=5 et c, ^=, et l'on de'duirait de cette équation 

k = 0,8795, 1 — i = o, 1307 ; 

en sorte qu'il y aurait un peu plus de sept à parier contre uti, qu'un 
militaire est coupable quand il est traduit devant un conseil de guerre. 
En vertu de la formule (9) et de la première équation (6), on a 
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pour déterminer la probabilité P, que l'accusé est coupable, après qu'il 
a été coodaraué ; et , au moyen des valeurs précédentes de c, , (, k, il 
en résulterait 

P. = 0,9976; 

ce qui montre combien cette probabilité différerait peu de la certi- 
tude. Mais ce résultat est fondé sur une valeur hypothétique de t ou 
de M, dont nous ignorons le degré d'exactitude. Cependant, il serait 
intéressant de pouvoir comparer, d'une manière certaine, la justice 
militaire à celle des cours d'assises, sous le rapport de la probabilité 
des jugements. Pour cela, parmi les condamnés militaires, outre le 
rapport = de leur nombre total à celui des accusés, il faudrait encore 

connaître le rapport du nombre des condamnés, soit à l'unanimité, soit 
à l'une des deux majorités de six voix contre une ou de cinq voix 
contre deux, à ce même nombre des accusés. Malheureusement celte 
seconde donnée ne nous est pas fournie par l'observation, et nous ne 
pouvons y suppléer par aucune hypothèse qui ait quelque pro- 
babilité. 

(147). Il nous reste, pour terminer cet ouvrage, à considérer la 
probabilité des jugements des tribunaux en matière civile. 

Dans un procès civil, il s'agît déjuger entre deux parties qui plai- 
dent l'une contre l'autre, laquelle a le bon droit de son côté. Cela se- 
rait décidé avec certitude par des juges qui n'auraient aucune chance 
de se tromper; et quel que fût leur nombre, le jugement serait tou- 
jours prononcé à l'unanimité. Mais 11 n'en est point ainsi. Il arrive 
souvent que deux juges également éclairés, qui ont examiné un même 
procès avec toute leur attention , portent néanmoins des jugements 
contraire^, l'un donnant gain de cause à la partie que l'antre con- 
damne. On doit donc admettre qu'il y a pour chaque juge, une chance 
de se tromper dans son vote, ou de ne pas juger comme aurait fait un 
juge idéal pour lequel toute cause d'erreur serait impossible. Elle 
dépend du degré d'instruction et de l'intégrité du juge : on ne 
ta connaît pas à priori; et sa valeur devra être déduite de l'tAserva- 
tion, s'il est possible, par les moyens que l'on va indiquer. Lors- 
que cette chance, ou la chance contraire, aura été déterminée pour 
tous les juges d'un tribunal , on en conclura la probabilité de 
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la boQté de leur jugement, c'est-à-dire, de sa conformité avec celui 
qui serait prononcé par des juges infaillibles. On en conclura 
aussi la probabilité que d'autres juges, pour lesquels la chance de 
ne pas se tromper serait également donnée, confirmeront le jugement 
des premiers. Ce second problème esl semblable à celui que nous 
ont présenté les jugements en matière criminelle : la quantité que nous 
avons précédemment désignée par k sera maiutenanf remplacée 
par la probabilité du bon droit de l'une des deux parties, résultante 
du premier jugement rendu eu sa faveur; mais quand un procès 
esl soumis pour la première fois aux tribunaux civils , il n'y a aucune 
probabilité antérieure au jugement, qui soit favorable à l'une ou 
l'autre partie ; on n'a donc point à considérer une probabilité analo- 
gue à k', et les seules inconnues à déterminer par l'observation seront 
les probabilités que les juges ne se tromperont pas. 

(148). Considérons d'abord un tribunal de première instance, com- 
posé de trois juges que nous appellerons A, A', A". Soient n, «', «" 
leurs piobûbilités respectives de ue pas se tromper. Désignons par c la 
probabilité que leur jugement sera unanime. Cela aura lieu, si aucun 
des juges ne se trompe, ou s'ils se trompent tous les trois. La proba- 
bilité du premier cas sera le produit luîW, et celle du second, le pro- 
duil (1 — «)(i — (i')(i — lt)\ on aura dûnc 

pour la valeur complète de c. Le jugement unanime étant rendu, on 
pourra faire deux Lypothèses : on pourra supposer que l'affaire est bien 
jugée ou qu'elle est mal jugée. Dans la première \\\ pQthèse il faudra 
qu'aucun des trois juges ne se soit trompé, et dans la secon<}t, qu'ils se 
soient trompés tous les trois. La probabilité de l'événement observé, qui 
est ici le jugement rendu à l'unanimité, sera donc mhi', si la première 
hypothise est vraie, et (1 — k)(i — u')(i — ""}, si elle esl fausse. Donc, eu 
appliquant ù ces hypothèses la règle de la probabilité des causes (11° oS), 
et appelant p la probabilité de la première cause, ou de la bonté du 
jugement, on aura 
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ou, ce qai est la même chose, 

cp ^ uu'u' . 

Si le jugement n'est point unanime, un des trois juges aura volé 
pour l'uae des parties , et ses deux collègues pour l'autre partie ; dési- 
gnant par a, a', a", les probabilités qu'un pareil jugement sera rendu, 
qui répondent respectivement aux cas où c'est le juge A, ou A', ou A", 
qui vote difiFéremmenl des deux autres, on aura 

a ^ (i — u)u'u"-\~ u{t — «') (' — ""j » 
a' =, (i — u')uu'-i- u' [i — a) (i — t/), 
a" = ( i — u") uu' -\- u" ( I — ") ( ï — "') J 

car le premier cas, par exemple, arrivera, soit que A' et A" ne se trom- 
pent pas et que A se trompe, soit que A' et A" se trompent et que A ne 
se trompe pas; et de même pour les deux autres cas. En appelant b la 
probabilité d'un jugement non unanime, rendu d'une manière quelcon- 
que , on aura 

i ^ fl -f- (/ + a"; 

et comme il faudra que cela ait eu lieu, ou que le jugemetft ait été 
unanime, on devra avoir i+c=: i; ce qu'il est facile de vérifier. 
Il en résulte simplement 

i = I — Su'u' -~ (i — u)(i — "')(i — «")• 

Pour que le jugement soit bon, il faudra que les deux juges qui ont 
formé la niajoritéeQ votant de la même manière, ne se soient pas trom- 
pés; et , pour qu'il soit mauvais, il faudra qu'ils se soient trompés ; si 
donc l'on désigne par q la probabilité de la bonté d'un jugement non 
unanime, on aura aussi, d'après la règle de la probabilité des causes ou 
des hypothèses , 

btf =x (i — u) u'u" -+- (i — u') uu" -i- (i — u') uu'. 

Maintenant, dans un très grand nombre;* de jugements rendus par 
les trois mêmes juges A, A', A', soient^ le nombre des jugements una- 
nimes, ^celui des jugements non-unanimes, et, parmi ceux-ci, a,a', a.'. 



^ 
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les nombres des jugements où c'est le juge A, au A', ou A'^ qui n'a pas 
voté comme les deux autres. On aura, avec une très grande approxi- 
mation et très probablement, 

y ^ » et ^^^ m ^^ , « ^^^^ g 



Le nombre tétant la sommede a, a\ ft% et & la somme de a,^'^ a^;laaeconde 

de ces équations est une suite des trois dernières, et les cinq équations se 

réduisent à quatre. Si les nombres a, cl', at^ étaient donnés par Tobserva- 

.^.' tion; en substituant dans les trois dernîèreséquations, les expressions pré- 

^^ cédentes de a, a', a", on en pourrait déduire les valeurs de w, //', w", et 

en mettant dans la première équation J'expression de c, oa en conclurait 
la valeur de 7 ; de sorte que si ce nombre y était aussi donné par lobser- 
vation, la comparaison du 4!rombre donné au nombre calculé servirait à 
yérîfier'lathéorfe. Les valeurs de Ujtji, tt"; étant ainsi déterminées, on 
en déduirait sans difficulté, au mojen des formules précédentes, les 
probabilités p et q de la bonté d*un jugement unanime et d'un juge- 
ment non unanime. Mais l'observation n'a fiftit connaître, pour aucun 
tribunal, les nombres 7, a, a^ a^; toutefois, afin de donner an exem- 
ple de r^;isage de ces formules , je choisirai arbitrairement les valeurs 
des probabilités u, u\ it. 

Je prends donc , par exemple , 

_4 /_3 ._3 

Pour chacDa des trois juges , :1a cbamoe «de ne pas se tromper 'est plus 
^ grande que celle de Tenreur; A- et A'' sont^galement instruits, «t ont la ^ 

même dumce de ne pas se tromper ; A est plus'instrait, et «a chance 
d'erreur est moindre. On aura 



^ 

25' """"aS 






de sorte qu*on pourra ^ner 1 7 contre 8, ou un peu plus de-deux contre 
un, que les trois juges ne rendront pas un jugement unanime . On aura 
aussi 

9 5? 
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il y aurait dooft 9 À parier contredit pour la bonté d^nn ju^ment tma* 
nime, et seulement 5j contre 28, ou^ à très peu près^ deux contre un 
pour la bonté d'un jugeaient non unanime. Pour ces trois juges» la 
chance moyenne de ne pas se tromper serait 

en les supposant également instruits et prenant cette fraction ^ 1 pour 
la valeur commune de u, u!y m% on trouverait 

Ces valeurs depetq étant un peu moindres que les précédentes, il s'en- 
suit que, dans notre exemple, une égale répartition entre les trois . 
jug^> de leur somme d'instruction, diminuerait la probabilité que le 
jugement est bon, soit qu'il ait en lieu ou non à. l'unanimité; notais, d'un 
autre côté, la dernière valeur de c étant plus grande que la première,, 
et la première valeur de b surpassant la dernière,, cettç répartition 
égale de l'instruction augmente la probabilité que le jugement deatroia 
jug^ sera unanime, et diminue, en conséquence, la probabilité qu'il 
ne le sera pas. 

Lorsque nous iguorons si un jugement rendu par les trois jugf» a 
été ou n'a pas été unanime, la raison que nous avons de croire que ce 
jugement soit bon diffère de p et de ^. Si l'on désigne, dans ce cas, la 

probabilité de la bonté de ce jugement par r, on aura 

<■» 

r = «m'w" + (i — w)wV •+• (1 — u!)vd^ + (i — if)uul ; 

» 

car, dans l'hypothèse que le jugement est bon, le jugement rendu, ou 
l'événement observé, peut avoir eu lieu dans quatre cas différents dont 
les probabilités sont les quatre termes de cette formule; dans l'hypo-^ 
thèse contraire, la probabilité de cet événement serait 

( T -mX ï - "')( I -«')+"( ï -"')( I -«")+ «'( I -«)( ï -»''+""( I -w)( I -«') ; 

et la somme des probabilités de l'événement, dans les deux hypo-^ \ 

thèses, étant la certitude, ou l'unité, le diviseur de l'expression de r^ ^ , 
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resaltant de la r^le du n* a8 ^ est aussi l'unité * On peut remarquer 
qu'on a 

r :=: cp + bq; 

résultat qu'on pourrait aussi démontrer directement. 

En prenant les valeurs précédentes de u^ i/, t/, on trouve 

r — ^ -2 — ; 
125' 

en les supposant égales entre elles et à ^ , il vient 

ao ^ 

et cette seconde valeur de r étant un peu moindre que la première , 
il s'ensuit que la bonté du jugement est la moins probable^ comme 
précédemment, dans le cas de l'égal degré d'instruction des trois 
juges. 

(i4g)* On étendra sans difficulté ces formules aux jugements d'un 
tribunal composé d'un nombre quelconque déjuges; mais on n'en 
pourra faire aucune application , faute de données de l'observation, 
nécessaires pour déterminer les chances de ne pas se tromper des 
difierents juges. Si Ton suppose ces chances égales, et le nombre 
des juges toujours égal à trois, on aura, en conservant les notation^ 
précédentes , 

c = w^ 4- (i — uy, b =z I -^ M^ — (i — uy^ 
cp s=z t^^ bq z=z 5(i — u)u^y r =s m' + 3(i — w)w*. 

En prenant d'ailleurs pour c ou pour 6, la valeur approchée et très 

probable - ou - , l'une ou l'autre des deux premières équations dé*;- 

terminera la valeur de i/; en sorte que, pour cette détermination, il 
suffirait de connaître, dans un très grand nombre /u de jugements 
rendus par les trois juges, le nombre 7 de ceux qui ont été unanimes, 
ou ^ de ceux qui ne l'ont pas été; mais cette donnée ne nous est pas non 
plus fournie par l'observation. Si l'on supposait, par exemple, les 
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nombres € et >.ëgatix entre enx, on aurait 

a» _}- (i _ 11)8 = , — 5m 4- 5k» — 1; 

d'où l'on tire 

c'est-à-dire deux valeurs de u dont une surpasse - et Fautre est moin- 
dre ; et comme on doit admettre que la cbancetfu'un juge ne se trom- 
pera pas est plus grande que la chance contraire , on aurait, en pre- 
nant ia première de ces deux valeurs, 

^ = 0,7888; 
^d'où il résulterait 

/> = o^gSiS, ^s=s. 0,7885^ r ssz o,SSSo. 

Si le jugement des trois juges, unanime ou non, est soumis i un 
iribunal d'appel, composé, par exemple, de sept autres juges, et que, 
pour chacun de œux-ci , la chance de ne pas se tromper jBoit npré^ 
isentée parp; et«i Foi^ désigne par C la probabilité que ce jugement 
sera confirmé ^ar lesecond tribunal, à la majorit* d'au moins quatre 
voix contre trois, la valeeur de C sera donnée par la première fer» 
mulè (6), en y mettant r et v au lieu de k et u, et fiiisaot, en ontre, 
«n sis 7 et £=s 5; ce qui donne 



£t en effet, si le premier jugement est bon ,'pour qu'il soit c^firmé 
par le second tribunal, il faudra qu'aucun des sept juges ^p|pl ne 
se trompe on qu'un seul se trompe, ou que deux se trompenti^ ou que 
trois se trompent. Or, les probabilités de ces quatre cas sont les qua- 
tre termes cf>mprl!» entré les premiers crochets; par conséqiMit, 
leur somme, multipliée parr, est l|i probaBilité que le jii^ment;«st bon 
et sera confirmé; on verra de méttie que la parâe de cette ç^prMsioa 
de C qui a i — r pour facteur, exprime la probabilité que le premier 
jugement est mauvais et sera néamnoins copQrniéf'd'oà il léâalteqne 

5, * 
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la somme des deux parties de C est son eitpressioQ cofxlplète. On yerfa 
également qu'ea appelant C la probabilité que le second tribunal cas^ 
sera le jugement du premier^ on aura 

+r[Ci— i^y + 7(1— i;)V + 2i(ï— p)V+55(i— i>)V]; 

et comme il sera nécessaire qnc ce jugement soit ou confirmé, ou 
casse y on devra avoir C -f- C = i ; ce qu'on vérifie en observant que 

On aura C = C ^= - , soit dans le cas de r= -, et pour une valeur quel- 

conque de if , soit dans le cas de p=-y et pour une valeur quelconque 

dc'r; résultats qui sont d'ailleurs évidents en eux-mêmes. 

En considérant séparément les deux parties de l^expression de cha^ 
cône des quantités C et C, on peut aussi dire que la première par* 
lie de C est la probabilité que les deux tribunaux successif jugeront 
bien Tun et 1 autre; qde la seconde partie est la probabilité qu'ils ju- 
geront mal tous les deux; que la première partie de C exprime la 
probabilité que le premier tribunal jugera mal et le second bien ; et que, 
enfin, la seconde partie de Casera la probabilité que le premier tribunal 
jugera bien, et le second mal. Si donc, on appelle f la probabilité que 
la cour dappel jugera bien, soit que le tribunal de première instance 
juge bien oti'mal; p sera la somme des deux premières parties de C 
et C, I — p la somme de leurs secondes parties , et l'on aura 

f s=s p' -f- 7(>*(t — u) -I- 2i(;*(i — i>y + 55(^(i — p)', 
i— f = (1 —v)' -1-7(1 — p)V+.ai(i — i^)V+ 55(i — v)V, 

aioii qu'on le trouverait directement. En désignant par T la probarbi- 
liié que l'arrêt de cette c5ur sera confirmé par une seconde cour 
royale, composée également de sept juges, et par r' la probabilité qu'il 
ne le aéra pas; et en appelant w, pour chacun de ces sept juges, la 
chance de ne pas se tromper , F et r' se déduiront de C et C en y 
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mettant f et tv au lien de r et c ; par conséquent, si l'on suppose qu'on 
ait tv=f, il en résultera 

r = f' -H (, — p)-, r = vCi — p); 

valeurs qui satisfont à la condition r + r'=:i. D'après les expressions 
de C et C, celles de f et p' pourront d'ailleurs s'écrire ainsi 

r—C r — C 



Désignons encore par P la probabilité de la bonté de l'arrêt rendu 
par une première cour d'appel, lorsqu'il est conforme au jugement de 
première instance, et par P' quand il est contraire. Dans le premier cas, 
ensupposantsuccessiveraentqtierarrètsoil bon et qu'il soit mauvais, la 
probabilité de l'événement observé, qui est ici la conformité des deux 
jugements, sera la première parlie de C dans la première hypothèse, 
et la deuxième partie dans la seconde ; la probabilité F de la première 
hypothèse, aura donc pour valeur cette première partie de C divisée 
par la somme de ses deux parties; nous aurons, en conséquence, 

CP = r[»' + 7i.'(i— r) + 2. i<',i — r)-+55.^(. -»)■]; 

et, l'on trouvera de même, 

C'P' = (i — /■)[''' -f-7''''(' — »')+2'^(' —")■ 4- 55<i —i-)^]; 

résultats qui sa déduisent aussi , comme cela doit être, des formules 
(g) et (10), en y faisant À" = r, «^7,i=5. Ces équations pourront 
être i-emplacées par celles-ci 

CP = rr C'P'= (, ~ r)f, 

en ayant égard à ce que p représente. 

(j5o). Il faut au moins trois juges pour prononcer un jugement de 
première instance, et sept pour un arrêt de cour d'appel; généralement 
ces moindres nombres ne sont pas dépassés; c'est pourquoi, j'ai pris 
trois et sept pour les nombres déjuges des deux tribunaux successifs que 
je viens de considçier. En substituant pour r sa valeur en fonction de /(, 
dans lesformules que j'ai obtenues, elles renfermeront les deux chances ly 

H*: 
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et (^, qui ne peuvent se déduire que de robseryation ; malheureusement, 
elle ne nous fournit pour cela qu'une seule donnée/ savoir, le rapport du 
nombre des jugements de première instance, confirmés par les cours 
royales, an nombre total des jugements qui leur sont soumis.Pour faire 
usage de ces formules, il est donc nécessaire de réduire à une seule, 
au moyen d'une hypothèse particulière, les deux inconnues u et sf; 
celle qui mlai paru la plus naturelle a été de supposer qu'on ait (^=:;/, 
c'est-à-dire , de regarder les juges du premier tribunal et ceux du se- 
cond, comme ayant la même chance ^e ne pas se tromper. 

Cela posé> dans un très grand nombre fi de jugements de première 
instance ,^ soit m le nombre de ceux qui ont été confirmés, et ^ par con- 
séquent,^ ft— -m celui des jugements non-confirmés. On pourra pren- 
dre le rapport - pour la valeur approchée et très probable de la pro* 
habilité que nous avons désignée par C;'et si Ton fait 



Cm il 



il en résultera 



m (2r -^ i) (f +^t + 21/' + 35/ ) 



On aura, en même temps, 

et en substituant ces valeurs dans celle de —, on obtiendra une équa^ 

tion du lo" degré pour déterminer la valeur de t, et, par suite, celle 
de u. Dans le cas de if=u, Texpression de C demeure la même, 
quand on y change u et r en i-— 1< et i — r; ce qui répdnd au 

changement de t en -. Il s'ensuit que si l'on satisfait à la valeur donnée 

MA 

de —, par une valeur de t plus petite que l'unité, on y satisfera égale- 

lement par une valeur de t plus grande que un ; et, en efiet, l'équation 
d'où dépend l'inconnue t est du genre des équations réciproques, et 
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reste la mèmei quand on y met y au lieu de t. Ce sera la valeur de t 

plus grande que Funité, qu il faudra prendre; car c'est celle qui répond 

à la valeur de tt pli# grande que -; c*est-4i-dire , a une chance de ne 

pas se tromper plus grande que celle de se trompei^ , ce qu'on doit 
admettre dans le cas de magistrats intègres et instruits. 

(lâi). Le Compie général de F administra tien de la justice civile y 
publié par le gouvernement , donne, pour le ressort de chaque cou^ 
loyale, les nombires m et /i — ^m de jugements confirmés et de juge- 
ments non confirmés, pendant les trois derniers mois de i85i, et 
pendant les années entières^ i^Sa? et f85S« Mais il uy, a guère que le 
ressort de la cour royale de Paris, dans lequel le nombre total /jl soit 
assez grand poui* servir isolément'à la détermination de £; nous serons 
donc obligés, quant à présent, de supposer, comme nous l'avons fait 
pour les jurés, que la chance i^de ne pas se tromper est sensiblement 
égale pour tous les juges du royaume; ce qui permettra d'employer à 
la détertnination de t, les valeurîs de m et dé vi*-^ /x rdalives à la to-^ 
talité des cours royales. Or, on a eu dans le dernier trimestre de i85iy 
eu i85:i et en i835^ et pour la France entière 

m ±s 976, mzsz 55o I , m = 5470 ; 
fA — m = 388, fc — m = 24o5, fz — m=a6i7;, 

d'où l'on déduit^ pour ces trois périodes, ^ 

^-io,7i55, ^' = 0,6879, ^=0,6764.^ 

Les deux derniers rapports, qui répondant à des années entières, ne' 
diffèrent pas l'un de l'autre, d'un 70* de leur moyenne; ce qui présente 
un exemi^le bieil reinarquable de là loi des grands nombres (^). En 
prenant pour m et )x les sommes des'nombresrelatifs'aux trois périodes^ 
on aiTra 
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{*) Cette lofr a' été de nouveau coufirmée par la valeur du rapport -- , qui a eu* 

lieu en i8a4, et cpii s'est élevée o^GgSB, d'après le Compie relatirà cette année, 
que le gouverneiiktnf a publié,- il y a p^u de temps. 
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m = 11747, f«=:i7i57, ^ = o,684y. 

Si l'on considérait séparément les nombres relatifs à la cour royale 
de Paris, on aurait ' 

« ■ 

iK^aSio, f« = 5a97, -=50,7615; 

en sorte que dans le ressort de cette cour, le rapport — surpasse sa va- 

leur moyenne pour la France entière, d'à peu près un g"" de sa 
valeur. 

En employant sa valeur 0,6847 relative à la France entière, on 
trouve 

^ = 2,157, M = o,6832, r= 0,7626. 

D'après cette valeur de r, il y a donc un peu plus de trois contre un à 
parier pour la bonté d'un jugement de première instance, loi^uon ne 
connaît, ni le tribunal qui a jugé, ni la nature du procès. On voit aussi 
que la chance ude ne pas se tromper surpasse fort peu, pour les juges 
en matière civile, la fraction 0,6788 qui exprimait cette chance, pour 
les jurés avant i832, c'est-à-dire, avant la loi qui a prescrit la question 
des circonstances atténuantes. 

m 



Au moyen de cette valeur de r, et en prenant les rapports — 

gt f^zZjH pour les valeurs de C et C, on déduit des formifles du nu- 
méro précédent , 

P = 0,9479 , P' = 0,6409, r =s= o, 7 466 ; 

ce qui montre que l'on peut parier à très peu jprès 19 contre un pour la 
bonté d'un arrêt d'appel conforme au jugement de première instance, 
et moins de deux contre un dans le cas d'un arrêt contraire. On voit 
aussi que quand on ignore si l'arrêt est conforme ou contraire, la pro- 
babilité r qu'il sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur 

les mêmes données que la première, est un peu moindre que 7. Les 

quatre parties qui composent les expressions données de C et C, ont 
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pour valeurs 

rp=£:o,6495, (i-r)p=o,2022, r(i-p)=o,ii3i, (i-r)(i-/)=o,o552; 

et ces fractions, dont la somme est Tunité; expriment les probabilités 
que les deux tribunaux successifs de première instance et d'appel, 
jugeront bien, que le premier jugera mal et le second bien, que le 
premier jugera bien et le second mal , que tous les deux jugeront 
mal. 
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